Imagenes y preimagenes de uniones e intersecciones
de familias de conjuntos

Objetivos. Demostrar las férmulas principales para las imagenes y preimagenes de las uniones
e intersecciones de familias de conjuntos.

Requisitos. Imagenes y preimagenes de conjuntos bajo funciones, unién e interseccién de una
familia de conjuntos, propiedades de los cuantificadores.

1. Definicién de la unién de una familia de conjuntos. Sea (4;);c; una familia de con-
juntos. Entonces

{EEUAZ e

2. Definicién de la interseccién de una familia de conjuntos. Sea (4;);c; una familia de
conjuntos. Entonces

v e (A —

3. Definicion de la union y de la interseccion. Indique las correspondencias con flechitas:

[Elz' c] 1c Cz} { x pertepece a todos } = U C;
los conjuntos C} iel

[Vi o a—— Cz} x pertenece por lo menos T e ﬂ C,
a uno de los conjuntos Cj iel
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Propiedades de las preimagenes

4. Definicién de la preimagen (repaso). Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién
y sea B C Y. Entonces

FUB] = {z € X: 1.

Vv
?

5. Cémo construir razonamientos con preimagenes. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y
una funcion y sea B C Y. Entonces para cualquier x € X tenemos la siguiente equivalencia:

xv € f[B] =

6. Preimagen de la unién de una familia de conjuntos. Sean X, Y conjuntos, sea f: X —
Y una funcién y sea (B;);c;r una familia de conjuntos tales que B; C Y. Demuestre que

s

i€l

= ZUf_l[Bz‘]'

i€l

Solucion. Sea x un elemento arbitrario de X. Vamos a demostrar que son equivalentes las
siguientes condiciones:

e f_1 por demostrar I U f_l[BZ]

i€l

s

i€l

Construyamos una cadena de equivalencias usando las definiciones de la preimagen y de la
union:

por def. de la preimagen

ve f!

U

iel

por def. de la unién

por def. de la preimagen

por def. de la unién rc U f*l[Bl] ]

el
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7. Preimagen de la interseccién de una familia de conjuntos. Sean X, Y conjuntos, sea
f: X — Y una funcién y sea (B;)ic; una familia de conjuntos tales que B; C Y. Demuestre

que
5

i€l

f me_l[Bz‘]'

i€l
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Propiedades de las imagenes

8. Definicién de la imagen (repaso). Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y
sea A C X. Entonces

flAl ={yeY: }-

Repasemos algunas propiedades de los cuantificadores.

9. Propiedad conmutativa de los cuantificadores existenciales. Sea P un predicado de
dos variables que vamos a denotar por a y b y que pertenecen a algunos conjuntos A y B res-
pectivamente. Establezca una relacion légica (=, <=, <=) entre las siguientes afirmaciones:

JdJace A JFbeB P(a,b) dbeB dJacA Pl(ab).
——

?

10. Intercambio del cuantificador existencial con el universal. Sea P un predicado de
dos variables que vamos a denotar por a y b y que pertenecen a algunos conjuntos A y B res-
pectivamente. Establezca una relacion légica (=, <=, <=) entre las siguientes afirmaciones:

dJoe A Vbe B Pla,b) Voe B dac A P(a,b).
——

?

11. Propiedad de absorcién del cuantificador universal. Sea P un predicado de una
variable que vamos a denotar por a y que pertenece a un conjunto A, y sea () una afirmacion
(no dependiente de a). Establezca una relacién légica (=, <=, <=) entre las siguientes
afirmaciones:

(VaeA P(a)) A Q Va e A (P(a) A Q).

——

?

12. Propiedad de absorciéon del cuantificador existencial. Sea P un predicado de una
variable que vamos a denotar por a y que pertenece a un conjunto A, y sea () una afirmacion
(no dependiente de a). Establezca una relacién légica (=, <=, <=) entre las siguientes
afirmaciones:

(EIaEA P(a)> ANQ Jae A (P(a) A Q).

——

?
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13. Imagen de la unién de una familia de conjuntos. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y
una funcién y sea (A;);e; una familia de conjuntos tales que A; C X. Demuestre que

U4 | =4

el iel

f

Solucion. Sea y un elemento arbitrario de Y. Vamos a demostrar que son equivalentes las
siguientes condiciones:

U

el

or demostrar

Construyamos una cadena de equivalencias usando las definiciones de la preimagen y de la
union:

def. de la i
yEf UAZ por de: e la 1magen Ell’eX (IGUAl /\ )
el iel

def. de 1 i6 .
por def. de la unién Jre X ((32 cl ) A )
por la propi.e/dad

de absorcién I = X 3 c I < A )
i i 3 3 .
intercabio de 3 con Jiel JreX < A )
por def. de la imagen == y €
por def. de la unién

ye [ Jrlal. 0
el
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14. Imagen de la interseccion de una familia de conjuntos. Sean X, Y conjuntos, sea
f: X — Y una funcién y sea (A;);c; una familia de conjuntos tales que A; C X. Demuestre

que
A

i€l

f Qﬂf[Ai]-

i€l
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Ejemplos cuando la imagen de la interseccion
no coincide con la interseccion de las imagenes

15. Ejemplo con la funcién sen. Se considera la funcién f: R — R, f(z) = sen(x) para
todo x € R. Construya una sucesién de conjuntos A, C R, k € {0,1,2,...}, tal que

(4
k=0

Solucion. Dibujamos la grafica de la funcion. Hay muchisimas maneras de elegir los conjuntos
Ay que cumplan con la condicién requerida. Por ejemplo:

S

# () F1A).

|
SIE]
3
w‘;”
(&)
3
w
3
w‘;‘
I
5
ot
3

8

Es decir, pongamos

Aoz[g,ﬂ'}, A1:[27T—|—g,27T+7T:|, AQZ[ ,
La férmula general para los conjuntos Ay:
Ak:[ ] ke{0,1,2,...).
En cada uno de los intervalos Ay la funcién sen decrece y toma valores de 1 a 0, asi que
fIAR] =10, 1].
Por lo tanto,
() /1A = [0,1]
k=0

Por otro lado, los intervalos A son ajenos y su interseccion es

M-
k=0

Por consecuencia, la imagen de la interseccién también es

FIN A = O
k=0
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16. Ejemplo con la funcién cos. Se considera la funcién f: R — R, f(x) = cos(z). Construya
una sucesién de conjuntos A, k € {0,1,2,...}, tal que

i
k=0

f

# () fTAL].
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17. Ejemplo con una funcién constante. Se considera la funcién f: R — R, f(x) = 7 para
todo = € R. Construya una sucesién de conjuntos Ay, k € {0,1,2,...}, tal que

i
k=0

f

# () fTAL].

Propiedades de imégenes y preimagenes, familias de conjuntos, pagina 9 de 9



