Propiedades de imagenes y preimagenes

Objetivos. Demostrar las propiedades principales de las imagenes y preimégenes, por ejemplo
que f[AUB] = f[A]U f[B].

Requisitos. Definicion y ejemplos de imédgenes y preimégenes, légica de proposiciones, logica
de predicados, operaciones con conjuntos, propiedades de las operaciones con conjuntos.

Légica de proposiciones (repaso)
1. Simplifique: ala=

2. Simplifique: (@Nb)A(aNc)=

3. Indique las implicaciones verdaderas:

M a = (@ V b).

O (a V b = a.
O a — (@ N D).
O (a A D) = a.

Existencia, disyuncién y conjuncién (repaso)

4. Sean P y () predicados de una variable, es decir afirmaciones que dependen de un parametro
que denotemos por x. Indique las implicaciones verdaderas:

O 3z (Px) A Q) = 3x P(z)) A (37 Qx))
O (@zP@) A (FQE) = T (Pl) A Q).
O 3z (Px) V Q) = 3z P(z)) V (Elac Q(x))
O (3zP(x) v (3zQ@) )

5. Resumiendo los resultados del ejercicio anterior ponga flechitas correctas (<= o =— o
<=) en lugar de 7:

dr (P(z) N Q(x)) ? (3z P(x))
dr (P(z) V Q(x)) ? (3z P(x))
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Imagen de un conjunto bajo una funcién,
preimagen de un conjunto bajo una funcion:
repaso de las definiciones

6. La funcién f: {1,2,3,4,5} — {a,b,c,d} estd definida mediante las siguientes reglas:
fA)=rf4)=>b,  f2)=fB)=c¢  [f)=4d

Represente f con flechitas:

1 -a
2 *b
3- o (C

7. Determine las imdgenes de los conjuntos {1,3} y {2, 3,4} bajo la funcién f del ejercicio 6:
JHL, 3} = f1{2,3,4}] =

8. Encuentre las preimdgenes (o sea las imagenes inversas) de los conjuntos {b, c} y {a,d} bajo
la funcion f del ejercicio 6:

b e}l = fHa.d}] =

Note que f~![...] es una notacién para la preimagen, no confunda con la funcién inversa. En
este ejemplo la funcién inversa a f no existe, pues f no es inyectiva ni suprayectiva.

Sean XY ysea f: X — Y una funcién.

9. Sea B C Y. ;Qué significa la condicién que z € f~1[B]?

r € fB] —

10. Sea A C X. ;Qué significa la condicién que y € f[A]?

y € flA] —
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Imagen y preimagen del conjunto vacio

Demostraciones con el conjunto vacio (repaso).

= ;Como demostrar que un conjunto A es vacio?
Hay que suponer que z € A y llegar a una contradiccién.

s ;Cémo usar una condicién que un conjunto B es vacio?
Si B = &, entonces para cualquier y la afirmacion y € B es falsa.

11. Sea f: X — Y una funcién. Demuestre que
flo]=o.
Solucion. Razonando por contradiccién supongamos que y € f[].

Entonces por la definiciéon de la imagen . ..

12. Sea f: X — Y una funciéon. Demuestre que

flel=9.

Propiedades de imégenes y preimagenes, pagina 3 de 13



Preimagen de la union

13. ;Cémo demostrar la igualdad de dos conjuntos? (Repaso). Sean A; y A, subcon-
juntos de un conjunto X. ;Cémo demostrar que A; = As? Indique los métodos correctos:

Demostrar que A; C Ay y A C A;.

[0  Demostrar que para todo z € X la afirmacion = € A; implica la afirmacién x € A,.
[0  Demostrar que para todo x € X las afirmaciones = € A; y x € Ay son equivalentes.
[0  Demostrar que para cualquier x € X la afirmacién z € A, implica que z € A,,

y para cualquier z € X la afirmacién = ¢ A implica que = ¢ A;.

[0  Demostrar que para cualquier z € X la afirmacién x € A; implica que z € A,,
y para cualquier x € X la afirmacién = ¢ A; implica que x ¢ As.

14. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sean By, B C Y. Demuestre que
fTUBIU By = [ B U f1[Ba].

Solucion. Sea x un elemento arbitrario de X. Mostremos que las dos siguientes condiciones son
equivalentes:

x € B U By = € fUBU f By
De hecho,
= f_l[Bl U Bg] def. de la preimagen f(af) c
def. de la unién
z € fTHB]U f B 0
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Preimagen de la interseccion

15. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sean By, By C Y. Demuestre que

BN By = f BN f By
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Imagen de la unién

16. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcion y sean A;, A, C X. Demuestre que
flA1 U Ayl = fl[A1] U f[Aq).

Solucion. Sea y un elemento arbitrario de Y. Mostremos que las condiciones

y € fl[A1U Ay y y € flAI] U f[Ag]
son equivalentes.

y € f[A1 U Ay

def. de la imagen

Iz ((xeAluAg) A (f(w)zy))

= )
= )

def. de la unién

prop. distributiva:
(avb)Ac=(aAc)V(bAC)

Jz (P(z)vQ(z)) <

def. de la imagen ( ) vV ( )

———=  ye f[A]Uf[A)]
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Imagen de la interseccion

17. Recuerde la relacion logica entre las dos siguientes afirmaciones:
Jz (P(z) A Q(z)) y (3z P(z)) A (Fz Q).
18. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sean A;, Ay C X. Demuestre que

flAL N Ap] C fIA] N f[As].
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Ejemplos cuando f[A; N As] # f[A1] N f[A2]

19. La funcién f: {1,2,3,4,5} — {a, b, c,d} estd definida mediante las siguientes reglas:

1 X
2 *b
3e eC
4 .d
He

En los siguientes ejercicios se considera la funcion f del ejercicio 19. Se propone construir
ejemplos de conjuntos A; y Ay tales que f[A; N As] # f[A1] N f]As]. Para conocer varias
situaciones posibles se ponen condiciones adicionales que deben cumplir A; y As.

20. Encuentre conjuntos Ay, As C {1,2,3,4,5} tales que

flAANA] =2 A fIA] = flA)] = fA] N flAs] £ @.

21. Encuentre conjuntos Ay, As C {1,2,3,4,5} tales que

flTAiN Al =2 A flJAL# flA] A fIA]N A # 2.
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Seguimos considerando la funcién del ejercicio 19 y buscando ejemplos de conjuntos A; y A,

tales que f[A; N Ag] # f[A1] N f[As].

1e o
2. °b
3o oC
4 -d
5e

22. Encuentre conjuntos Ay, Ay C {1,2,3,4,5} tales que

flAINA) # @ A flAL N Ag] # flAL] N f[A9] A flA1] # flAs].

23. Encuentre conjuntos Ay, As C {1,2,3,4,5} tales que

flAin Al #2 A fIAINA]# fIA]N Al A flA] = flAs].
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24. Dibuje la grafica de la funcién f: R — R, f(z) = 2%

Y

En los siguientes ejercicios se considera la funcién f: R — R, f(z) = z? y se pide construir
ejemplos de conjuntos A, A tales que f[A1NAy] # f]A1]Nf[A2]. Para conocer varias situaciones
posibles se ponen condiciones adicionales.

25. Construya conjuntos A;, As C R tales que

flAINA] =2 A fIA] = flA)] = fA] N flAs] £ @.

26. Construya conjuntos Ay, Ay C R tales que

flAiN Al =2 A flJAL# flA] A fIA]N flA] # 2.
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Seguimos considerando la funcién f: R — R, f(x) = 2? y construyendo ejemplos de conjuntos
A1y A tales que f[A; N Ag] # f[A1] N f[As].

Y

27. Construya conjuntos Ay, Ay C R tales que

flAINA) # @ A flAL N Ag] # flAL] N f[A9] A flA1] # flAs].

28. Construya conjuntos A;, As C R tales que

flAin Al #2 A fIAINA]# fIA]Nf[A] A flA] = flAs].
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Imagen de la preimagen

29. Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sea B C Y. Demuestre que
fIf Bl € B.

Solucidn. Seay € f[f~'[B]].

Por la definicion de la imagen, ...

30. Construya un ejemplo cuando f[f~[B]] # B.
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Preimagen de la imagen

31. Sean X,Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sea A C X. Demuestre que

AC FfIA]L

32. Construya un ejemplo cuando A # f~1[f[A]].
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