Listas de vectores y conjuntos de vectores

La explicacion de los temas “Dependencia lineal” y “Bases” en el curso de Algebra Lineal
se puede basar en uno de los siguientes dos conceptos (o en ambos):

1) listas de vectores, llamadas también familias finitas de vectores, tuplas de vectores,
sucesiones finitas de vectores y sistemas de vectores;

2) conjuntos de vectores.

Algunos autores prefieren el primer concepto (por ejemplo, Lipschutz & Lipson, Linear
Algebra, 2009; Axler, Linear Algebra Done Right, 2004); otros suelen usar el segundo.
Muchos autores estadounidenses (por ejemplo, Golub & Van Loan, Matriz Computations,
1996) usar la palabra set (conjunto) ain cuando en realidad hablan de listas.

En este pequeno texto intento de explicar la diferencia entre estos dos conceptos y
argumentar por qué prefiero trabajar con listas de vectores, aunque reconozco que en
algunas situaciones es mas comodo o mas natural trabajar con conjuntos de vectores.

El texto estd dirigido principalmente a las personas que ya tienen conocimientos pro-
fundos de Algebra Lineal. Los estudiantes que empiezan a estudiar esta materia pueden
no pensar mucho en la diferencia entre estos dos conceptos.
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1. Preguntas capciosas

Estas preguntas estan dirigidas a las personas que siempre usan el término conjunto de
vectores.

Pregunta 1. Consideremos los siguientes conjuntos de niimeros enteros:

{7,2}, {2,7}, {2,7,2}.
Pregunta: ;Cudles de estos conjuntos son iguales entre si?

Pregunta 2. Consideremos la siguiente matriz 2 x 2 con entradas reales:
5 6
A= .
Determine cuantos elementos tiene el conjunto de los renglones de la matriz A. Determine
si este conjunto es linealmente dependiente o independiente. Determine si la matriz A

es invertible. Pregunta: ;Es equivalente la invertibilidad de una matriz cuadrada a la
independencia lineal del conjunto de sus renglones?

Pregunta 3. En el espacio R? consideremos los vectores

DR S|

Sea & la base candnica (estdndar) de R? formada por los vectores e, ez, y sea B la base
de R? formada por los vectores by, by, donde by = ey, by = e;. Calcule la columna de
coordenadas del vector v respecto a la base £, luego respecto a la base B:

Ve = ) B =

Determine si vg coincide con vg. Determine si el conjunto {e;, es} coincide con el conjunto
{b1,b2}. Pregunta: ;Cémo debemos definir el concepto de base, si queremos usarlo para
trabajar con coordenadas de vectores?

Pregunta 4. En el espacio R? consideremos los siguientes vectores a y b:

(3] [

Determine qué vectores produce el proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt al apli-
carlo a los vectores a, b. Determine qué vectores produce este algoritmo al aplicarlo a los
vectores b, a. Pregunta: jPodemos decir que la entrada del algoritmo de Gram—Schmidt
es un conjunto finito de vectores?
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2. Diferencia entre los dos conceptos

Ejemplo 1. En el espacio R3 consideremos los siguientes vectores:

1 7 4
ay = 5) s a9 = 3 s as = 5)
6 1 6

La longitud de la lista (a1, a9, as) es igual a tres, pero el primer elemento de la lista es
igual al tercero. Todas las siguientes listas son diferentes:

(a'17a2>a3)7 (&1,&2), (aQaa'17a3)7 (aQaa'37a1)-

El conjunto {ay, as, a3} consiste de dos elementos. Los siguientes conjuntos son iguales:

{alaa'27a3} == {ala 0/2} - {a2aa'17a3} == {a2a a/37a1}-

3. Dos definiciones de la dependencia lineal:
para listas y para conjuntos

Vamos a suponer que V' es un espacio vectorial real.

Definicién 1 (lista linealmente dependiente de vectores). Sean ay,...,a, € V.
Se dice que la lista (aq,...,a,) es linealmente dependiente si existen algunos escalares
A1, Am € R no todos iguales a cero tales que

A1a1+...+)\mam:O.

En la situaciéon de la Definicién 1 se dice también que los vectores aq,...,a,, son
linealmente dependientes. Es importante comprender que en esta frase no se trata de una
propiedad individual que posée cada elemento (analogia: los nimeros 8 y 14 son pares),
sino de una propiedad colectiva (analogia: los nimeros 15 y 4 son primos relativos).

Definicién 2 (conjunto linealmente dependiente de vectores). Sea S un subcon-
junto de V. Se dice que el conjunto S es linealmente dependiente si existen algin nimero
ke {1,2,3,...}, algunos vectores diferentes por pares vy, ...,v, € S y algunos escalares
{1, - - - i € R no todos iguales a cero tales que

w11 + ...+ ppvr = 0.

El concepto de conjunto linealmente dependiente permite trabajar no solamente con
conjuntos finitos, sino también con conjuntos infinitos. Sin embargo, el concepto de la
dependencia lineal de conjuntos infinitos se usa muy raramente. En efecto, en un espacio
de dimensién finita cualquier conjunto infinito es linealmente dependiente, y en espacios
de dimensién infinita es mas natural trabajar no con sumas finitas de vectores, sino con
series (sumas infinitas convergentes). Véase la seccién “Bases de Hamel” de este texto.
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4. Las dos definiciones son equivalentes
si se sabe que los vectores son diferentes

Por lo comin se estudia la dependencia lineal de conjuntos finitos de vectores, ademas
estos conjuntos estan dados por listas de sus elementos. Por eso los autores que dan la
Definicién 2 luego casi siempre aplican la Definicién 1. Para justificar este truco ellos
deberian demostrar la siguiente Proposicion.

Proposicién 1. Sean aq,...,a, € V vectores diferentes. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) la lista de vectores (ay,...,a,) es linealmente dependiente.

(b) el conjunto de vectores {ay, ..., a;,} es linealmente dependiente.
Demostracion. La implicacién (a)=-(b) es trivial: si Ay,..., A, € R son como en la Defi-
nicién 1, entonces ponemos k = m, v3 = A1, ..., Un = Gy 1 = A1y - - fogp = G-

Demostremos la implicacién (b)=-(a). Supongamos que el nimero k, los vectores

U1,...,0; y los nimeros i, ..., A\; son como en la Definicion 2. Notemos que no ne-
cesariamente k = m, puede ser que £ < m. Existen indices py, ..., px tales que
I A
Es facil ver que los indices py, ..., pr deben ser diferentes, porque los vectores vy, ..., v
son diferentes.
Para cualquier indice i € {1,...,m} se cumple uno y solamente uno de los siguientes
dos casos:

» En el primer caso, ¢ € {p1,...,px}, asi que i = p; paraalgin j € {1,...,k}. Notemos
que este j es unico pues py, ..., pr son diferentes.

» En el segundo caso, i ¢ {p1,...,px}

Ahora definamos Aq, ..., A, de la siguiente manera:

07 SlZ%{ph’pk}

Por la hipétesis, existe un j € {1,...,k} tal que p; # 0, entonces para i = p; tenemos
Ai = Ap, = iy # 0, asi que no todos Ay, ..., Ay, son cero. Ademas,

Z )\iai = Z )\iai + Z )\iai

i=1 1€{p1,...,pk} €{1,... m\{p1,....px }

i k
- Z Ap, Op; + Z Oa; = Zujvj =0. u
=1 =

i€{1,....mP\{p1,...,px }
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5. Relacion entre las dos definiciones
sin saber a priori que los vectores son diferentes

Proposiciéon 2. Sean aq,...,a,, € V. Entonces las dos siguientes condiciones son equi-
valentes:
(a) la lista (aq,...,an) es linealmente independiente;
(b) los vectores ay,...,a,, son diferentes y el conjunto {ai,...,a,} es linealmente in-
dependiente.

Demostracion. Se sigue de la Proposiciéon 1 y del hecho que si algunos de los vectores
ai, . ..,an, son iguales, entonces la lista (aq,...,a,) es linealmente dependiente. ]

6. Invertibilidad de una matriz
y dependencia lineal de sus renglones

Ejemplo 2. Consideremos la matriz

4 5 6
7 3 1

4 5 6

En este ejemplo el tercer renglon de A coincide con el primero, asi que los renglones de
A son linealmente dependientes (es decir, forman una lista linealmente dependiente). Al
mismo tiempo el conjunto de los renglones de la matriz A consta de dos elementos y es
linealmente independiente.

A:

Proposicién 3 (Criterio de la invertibilidad de una matriz en términos de
la dependencia lineal de sus renglones). Sea A € M, (R) una matriz cuadrada.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La matriz A es invertible.
(b) La lista de los renglones de la matriz A es linealmente independiente.

(c) Los renglones de la matriz A son diferentes y el conjunto de los renglones de A es
linealmente independiente.

7. Algoritmos trabajan con listas, no con conjuntos

Todos los algoritmos de algebra lineal numérica, incluso la eliminacién de Gauss y la
ortogonalizacion de Gram—Schmidt, trabajan con listas o arreglos de vectores, por los
comun dados como renglones o columnas de matrices. La numeracién o el orden de los
vectores estda dada desde el inicio y es importante para programar el algoritmo. A menudo
no se sabe a priori si los vectores iniciales son diferentes a pares.
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8. Bases y coordenadas

Definicién 3 (base como conjunto, base no ordenada). Un subconjunto de V' se
llama base no ordenada de V si es linealmente independiente y genera al espacio V.

Definicién 4 (base como lista, base ordenada). Una lista de vectores en V' se llama
base ordenada de V si es linealmente independiente y genera al espacio V.

i Para qué sirven bases de espacios vectoriales? Principalmente, para definir coorde-
nadas de vectores, es decir, para asociar a un vector una lista de ntimeros. Por supuesto,
el orden de elementos de la base es importante para definir coordenadas, por eso uso la
palabra base para bases ordenadas. Algunos autores definen bases con la Definicién 3 y
demuestran algunas de sus propiedades usando el lenguaje de conjuntos, pero luego casi
siempre usan bases ordenadas para trabajar con coordenadas de vectores.

Ejemplo 3. Denotemos por Py(R) al espacio vectorial de los polinomios de grado menor
o igual a 2, incluso al polinomio cero. En P5(R) consideremos los monomios

eo(z) =1, e1(z) =z, ex(z) = 2%

Se puede ver que la lista € = (eg,e1,e2) es una base de P2(R). Las coordenadas del
polinomio
f(z) =7+ 8x + 92?,

respecto a € son 7, 8, 9, o sea el vector columna de las coordenadas de f respecto a &£ es

7

fe=138
9

Notemos que la lista B = (eq, €1, €g) es otra base de Py(R), y el vector de las coordenadas
de f respecto a B es

fs=1]38

9. Bases de Hamel

Definicién (base de Hamel). Una base de Hamel en un espacio vectorial por lo comin
se define como un conjunto (no necesariamente finito) de vectores que es linealmente
independiente y genera al espacio.

Aqui se usa la Definicién 2, aunque también podriamos generalizar la Definicion 1 y
hablar de una familia (no necesariamente finita) de vectores. Notemos que la existencia
de bases de Hamel (infinitas) se demuestra de manera no constructiva, lo que disminuye
su utilidad. Por lo comun los espacios de dimensién infinita se consideran con una norma
0, més general, con una topologia. En este caso en vez de sumas finitas y bases de Hamel
es mas natural trabajar con series de vectores (sumas infinitas convergentes) y bases de

Schauder.

Listas de vectores y conjuntos de vectores, pégina 6 de 6



