Matrices triangulares

Objetivos. Definir matrices triangulares superiores y triangulares inferiores, y estudiar
algunas de sus propiedades bésicas.

Requisitos. Operaciones con matrices.

1. Descripcion formal de los elementos en la diagonal principal, fuera de la
diagonal principal, por arriba y por abajo de la diagonal principal. Sea A una
matriz cuadrada, A € M,,(IF). Los elementos A;; forman la diagonal principal de Ay se
llaman entradas diagonales de A.

» ;Cudndo A, ; estd en la diagonal principal de A?. Respuesta correcta: cuando i = j.
» ;Cudndo A, ; estd fuera de la diagonal principal de A?.
» ;Cuéando A, ; estd por arriba de la diagonal principal de A?.

» ;Cudndo A, ; estd por debajo de la diagonal principal de A?.

Matrices triangulares superiores

2. Definicién (matriz triangular superior). Una matriz cuadrada A € M, (F) es
triangular superior si todos sus elementos por debajo de la diagonal principal son iguales
a cero:

Vi.je{l,...,n} i>j = A;;=0.

El conjunto de todas las matrices triangulares cuadradas de tamano n se denota por
ut, (F). En otras palabras,

ut,(F) = {Ae M,(F): Vi,je{l,....n} i>j = A;;=0}

3. Ejemplos.
3 -2 0 1
1 —6 (2)_‘518 0O 07 5
0 2|’ 0 03’ 0 0 6 —4
0 00 5

Notemos que en una matriz triangular superior algunos (hasta todos) de los elementos
por encima de la diagonal principal o en la diagonal principal pueden ser iguales a cero.
Por ejemplo, la matriz nula 0,,,, es triangular superior. La condicién que define matrices
triangulares superiores sélo nos dice que todos los elementos por debajo de la diagonal
principal deben cero iguales a cero.
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4. Ejemplo. Calcule A+ B y 3A, si

-5 2 7 4 3 -3
A= 01 0], B=]10 -5 6
00 -3 0 0 5

5. Suma y producto por escalar de matrices triangulares superiores. Sean A, B €
ut,(F), A € F. Entonces A+ B € ut,(F) y A € ut, (F).

6. Ejemplo. Multipliquemos dos matrices triangulares superiores:

3 2514 -6 2 (124040 —18—104+0 6-2—5
0 740 5 1|=| 0+0+0 0+354+0 0+7—4
0 07][0 0 -1 | 04040 04040 0+0-7

(12 —28 —1

—| 0o 3 3

00 -7

7. Ejemplo. El ejemplo anterior permite formular una hipétesis: el producto de matrices
triangulares superiores AB también es triangular superior, y cada elemento diagonal del
producto es el producto de los elementos correspondientes de A y B.

Para comprender mejor porque es asi consideremos el producto de dos matrices trian-
gulares superiores A, B de orden 6 y calculemos un elemento debajo de la diagonal
principal, por ejemplo (AB)5..

(AB)s2 = As1 Bio+ As2 Boo+ Ass Bsa+ Asy Buo +As5 Bs o +As6 Bsa = 0.
N —~~ — —— ——

I I | | | | | |
0 0 0 0 0 0 0 0

En los primeros sumandos (1 < k < 2) el elemento As . es igual a cero, en los siguientes
sumandos (2 < k < 5) ambos elementos A; v By son iguales a cero, y en los iltimos
sumandos (5 < k < 7) el elemento By 5 es igual a cero.

Consideremos un elemento de la diagonal principal, por ejemplo (AB)44:

(AB)ya = Ay1 Bia+ Ayo Boy+ Ass Bsa+ AyaBya+ Ass Bsa +Ass Bsa = AsaBya.
—~— —~— —~— —~— —~—

I I | I I
0 0 0 0 0

Los primeros sumandos (k < 4) y los dltimos (k > 4) son iguales a cero, y sélo se queda
un sumando (k = 4).

Ahora estamos preparados para enunciar y demostrar la proposicién general.
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8. Teorema (producto de matrices triangulares superiores).
Sean A, B € ut,(F). Entonces AB € ut,(F), y las entradas diagonales del producto AB
son productos de las entradas correspondientes de las matrices A y B:

\V/Z S {1, e ,n} (AB)ZJ = Az,sz,z

Demostracion. 1. Primero demostremos que AB es una matriz triangular superior. Sean
i,j € {1,...,n}, i > j. Demostremos que (AB);; = 0. Por la definicién del producto de
matrices,

(AB)i’j - Z Ai,kBk,j-
k=1

Dividamos esta sumatoria en tres partes:

i i—1 n
(AB);; = Z A 1By j + Z Ak Byj + Z A; x By j-
k=1 k=j+1 k=i
En las primeras dos sumatoria siempre i > k, por eso A4;; = 0 (ya que A es triangular

superior). En la segunda y tercera sumatorias siempre k > j, y por eso By ; = 0 (ya que
B es triangular superior). Asi pues,

J i—1 n
(AB)Z,] - Ai7k Bk,j -+ Z Ai,k Bk,j —I— ZAZ’k Bk’,j - 0
R o i
0 0.0 0
(i>j>k) (i>k) (k>7) (k2i>j)
2. Sea i € {1,...,n}. Por la definicién del producto de matrices,

(AB)ii = AikBr,
k=1

Dividamos la sumatoria en 3 partes:

i—1 n
(AB);; = Z Aip Bri+ Ai;Bi; + Z Aiy Bri = Ai;Bi .
k=1 T k=i+1 \”’/
0 0
(i>k) (k>1)
Asf hemos demostrado la férmula para (AB); ;. O

9. Nota (promesa para futuro). M4s adelante en este curso demostremos el criterio
de invertibilidad de una matriz triangular superior y demostremos que la matriz inversa
de una matriz superior, cuando existe, también es triangular superior.

10. Tarea adicional (criterio de invertibilidad de una matriz triangular superior
de orden 2). Usando sélo las definiciones determine cuando es invertible la siguiente

matriz A. 5
o
A_[O 7}.
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Matrices triangulares inferiores

11. Ejercicio. Escriba la definicion de una matriz triangular inferior. Notacién para el
conjunto de todas las matrices triangulares inferiores: It (F).

12. Ejercicio. ;Cuando una matriz es triangular superior y al mismo tiempo triangular
inferior?.

13. Ejercicio. Sea A € M,,(F). ;Cuéndo la matriz transpuesta A" es triangular inferior?.

14. Ejercicio. Calcule el producto
3 00 4 00
-2 70 1 =5 0
5 -1 8 6 0 3

15. Tarea adicional. Enuncie y demuestre el teorema sobre el producto de matrices
triangulares inferiores.
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