Grupo simétrico

Objetivos. Mostrar que el conjunto de las permutaciones del conjunto {1,...,n} con la
operacién de composicién es un grupo.

Requisitos. Producto de permutaciones.

1. Permutaciones de S35 como simetrias del triangulo regular. Fijemos en el plano
un triangulo regular y denotemos sus vertices por 1, 2, 3:

3

Una simetria del triangulo es un mapeo del triangulo sobre si mismo que no cambia dis-
tancias entre puntos. Es posible demostrar que toda simetria del triangulo regular manda
sus vértices en vértices y se determina de manera tnica por sus valores en los vértices.
Por lo tanto las simetrias del triangulo regular se pueden identificar con permutaciones
del conjunto {1,2,3}. Usemos las siguientes notaciones “geométricas” para los elementos

de Sgi
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2. Tabla de multiplicacién para Ss. Llenar la tabla de multiplicacién para S; (en la
interseccién de la fila ¢ y columna 1 poner el producto pi):
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3. Propiedades del producto de permutaciones.

1. Propiedad asociativa:
Vo, 0. x € Sn (p)x = @(¥X)-

2. La permutacién identidad, denotada por id o por e,
. ( 12 ...n ) '
1 2 ... n
es un elemento neutro con respecto a la multiplicacion de las permutaciones:
Yo e S, pe =ep = .
3. Para cada permutacién ¢ € S, su inversa ¢! también es permutacién y
1 —1

pp = p=e.

4. Sin =1o0n = 2, entonces la multiplicacién en 5, es conmutativa. Sin > 3, entonces
la multiplicacion en S, no es conmutativa. De hecho, si

(1 34 ... n w_1234...n
Y=\2 134 ... n) “\2314 ... n)

entonces Y # .

— Do

4. Observacion. Las propiedades 1-3 significan que el conjunto .S,, con la operacién de
multiplicacién (composicién) es un grupo. Sin =1 o0 n = 2, el grupo S,, es conmutativo.
Sin > 3, el grupo S, no es conmutativo.

5. Proposicién (leyes de cancelaciéon). Sean «, 3,7 € S,,.
1. Si ay = B, entonces a = 3 (cancelacién por la derecha).

2. Si aff = ary, entonces = 7 (cancelacién por la izquierda).

Idea de demostracion de 1. Multiplicar ambos lados por v~! del lado derecho, aplicar la
ley asociativa, la definicién de v~! y la propiedad principal de e. O
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6. Proposicion. Sea ¢ € S,. Entonces el mapeo f: S, — 5, definido por la siguiente
regla es biyectivo:

flo)=wb  Vpebs,,

Demostracion. 1. f es inyectivo. Suponemos que f(p1) = f(p2), esto es, p110 = @a1).
Multiplicando ambos lados de la tltima igualdad por ¢~! del lado derecho (es decir,
aplicando la cancelacién por la derecha) obtenemos que @1 = .

2. f es sobreyectivo. Sea x € S,. Tenemos que encontrar una permutacién ¢ € S, tal
que f(p) = X, esto es, pp = x. Con ¢ = xb~! en efecto obtenemos que f(p) = x. ]

7. Ejercicio. Sea ¢ € §,. Demuestre que el mapeo ¢g: S, — S, definido mediante la
siguiente regla es biyectivo:

g(p) =vp Ve e S,

8. Propiedades de la permutacién inversa.

L (p™) ' =o.
2. (py) =g
3. et =e.

9. Proposicién. El mapeo f: S, — S,, definido por f(¢) := ¢!, es una biyeccién. En
otras palabras, cuando ¢ corre S,, tomando cada valor s6lo una vez, ¢~ también corre
Sy, tomando cada valor sélo una vez.

10. Ejemplo. Calcular los valores de ¢!, cuando ¢ toma los siguientes valores en Ss:

Grupo simétrico, péagina 3 de 3



