Propiedades de las operaciones algebraicas
con niimeros reales (repaso)

Objetivos. Repasar las propiedades principales de la adicion y multiplicacién de niimeros
reales. Repasar la definicién de campo.

Requisitos. Conjunto de los nimeros reales R, propiedades de las operaciones aritméticas
en R.

Dos operaciones binarias en R: adicién y multiplicacion

A cada par ordenado (a,b) de nimeros reales le corresponde su suma denotada por
a+0b. Consideremos la funcién que convierte (a, b) en a+b. Esta funcién se llama la adicion
de niimeros reales. El dominio de definicién de esta funcién es R? = R x R, es decir, el
conjunto de todos los pares ordenados de niimeros reales. El contradominio es R. En esta
situacién se dice que + es una operacién binaria en R y se escribe que +: R? — R.

De manera similar, la multiplicacion de numeros reales también es una operacion
binaria.

Es importante que los resultados de estas operaciones, es decir, la suma y el producto
de ntmeros reales, también son nimeros reales. Se dice que R es cerrado bajo la adicion
y la multiplicacion.

Para comprender mejor la importancia de estas propiedades notemos que la substrac-
cién de nimeros enteros positivos no es una operacion binaria en {1,2,3,...}. En efecto,
al aplicar la substraccién al par ordenado (5,9) ya salimos del conjunto {1,2,3,...}. La
division de nuimeros racionales tampoco es una operacion binaria porque esta operacion
no se puede aplicar al par ordenado (7,0).

Propiedades de la adicién de nimeros reales

1. Propiedad asociativa de la adicion de nimeros reales.

Va,B,7 €R (a+pB)+y=a+(B+7).

2. Propiedad conmutativa de la adicion de nimeros reales.

Va,B € R a+p=p+a.
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3. Existencia de un nuimero real neutro aditivo.
JCeR Va e R a+(=a.

Se puede demostrar que el nimero con esta propiedad es unico. Este elemento se llama
cero y se denota por 0.

4. Existencia de un inverso aditivo para cualquier niimero real.
Va € R 8 eR a+ 5 =0.

Se puede demostrar que para todo a € R el niimero real 5 con la propiedad aa + 5 = 0
es unico. Este nimero real se llama inverso aditivo (u opuesto) al nimero « y se denota
por —a.

Ejemplos de aplicacion de propiedades de la adicion

= Para escribir a + b + ¢ en forma ¢ + b + a, aplicamos varias veces las propiedades
asociativa y conmutativa:

(a+b)+cg(b+a)+cib+(a+c)

SOny ©)

B cra) L o) +a=2L (ctb)+a

En el paso (1) se aplica la propiedad conmutativa de la adicién; en el paso (2) la
propiedad asociativa. Justifique los pasos (3), (4) y (5).

» Resolviendo ecuaciones aplicamos frecuentemente la ley de cancelacion:
si a+c=b+c, entonces a=>b.

Esta ley se puede deducir de las propiedades mencionadas arriba:

aga—%Oia—l—(C—%(—c))—g(a+c)+(—c)

i(bJFC)JF(—C)ngr(ch(—c))&bJroib'

En el paso (4) se usa la hipdtesis que a + ¢ = b+ ¢. Justifique los demds pasos.
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Distributividad de la multiplicaciéon respecto a la adicién

5. Propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la adicién. Se tienen
propiedades distributiva: la izquierda y la derecha.

Vo, 3,7 € R a(f+7) =af + ay;
Vo, 3,7 € R a(f+7v) =af + av;

Como la multiplicacién de numeros reales es conmutativa (véase adelante la propiedad
7)), es suficiente mencionar alguna de estas dos propiedades, y la otra se obtiene como un
corolario.

Propiedades de la multiplicacién de niimeros reales

6. Propiedad asociativa de la multiplicacién de niimeros reales.

Va, B,y e R (af)y = a(By).

7. Propiedad conmutativa de la multiplicacién de ntimeros reales.

Va, 5 € R af = Pa.

8. Existencia de un nimero real neutro multiplicativo.
JeeR Va e R aE = q.

Se puede demostrar que el nimero € con esta propiedad es tinico. Este elemento se llama
uno y se denota por 1.

9. Uno es diferente de cero. 0 # 1.

10. Existencia de un nimero real inverso para todo niimero real no nulo.
Va € R\ {0} dBeR af =1.
Se puede demostrar que para todo o € R\ {0} el nimero 5 con la propiedad aff = 1

es Unico. Este numero se llama el inverso (o inverso multiplicativo) del nimero « y se

denota por a .
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Estas propiedades significan que R es un campo (algunos autores prefieren usar la
palabra cuerpo). Formalmente, un campo es un conjunto con dos operaciones binarias
(llamadas adicion y multiplicacion) que satisfacen las 9 propiedades escritas arriba. Men-
cionamos algunos otros campos importantes:

= El campo Q de los niimeros racionales.
= El campo C de los nimeros complejos.

= El campo Fy de dos elementos 0, 1 con operaciones definidas de la siguiente manera:

+0 1 |01
00 1 0[0 0
110 10 1
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