Signo de los valores de una forma cuadratica

Objetivos. Estudiar qué valores (positivos, negativos o cero) puede tomar una forma
cuadratica dependiendo de sus indices de inercia.

Requisitos. Indices de inercia de una forma cuadratica.

1. Definicién. Sea V' un espacio vectorial real y sea ¢ € Q(V'). Vamos a usar las siguientes
notaciones:

1. ¢>0 si ¢(x)> 0 para todo z € V'\ {0}.
2. q>0 si g(x) >0 paratodoxeV.

3. q=20 si ¢g>0peroq#O0.

4. ¢ <0 si ¢(z) <0 paratodoz €V \ {0}.
5. ¢ <0 si g(x) <0 paratodoxz e V.

6. <0 si ¢g<0peroq«0.

=~

q20 si g#0yq%0,estoes, existen z,y € V tales que g(x) > 0, ¢(y) < 0.

2. Observacion. En la definicién de ¢ > 0 y ¢ < 0 es importante excluir el vector cero
porque ¢(0) = 0 para toda ¢ € Q(V).

3. Ejemplo. La forma cuadrética ¢ € Q(R?) definida por la regla

q(r) = =327 —bxs Vo= { il } € R?
2

es estrictamente negativa o negativa definida (notacién: ¢ < 0) porque ¢(z) < 0 para todo
r € R?\ {0}.

4. Ejemplo. La forma cuadratica ¢ € Q(R?) definida por la regla

q(r) = 422 Vo = {xl} € R?

T2

es no negativa o positiva semidefinida (notacién: ¢ > 0) porque g(x) > 0 para todo z € R
Notemos que ¢ no es estrictamente positiva:

0 0
q[gl—o aunque {317&0.
En tal situacién decimos que ¢ es pseudodefinida y escribimos g = 0.
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5. Ejemplo. La forma cuadrética ¢ € Q(R?) definida por la regla
_ 9.2 2 _ | ™ 2
q(z) = 3a7 — T3 Vo = [ ] eR
T2
es indefinida (notacién: ¢ Z 0) porque toma valores de ambos signos:

1 0
q[o}:3>0, q[l]:—7<0.

6. Proposicién (criterio de que ¢ > 0,9 < 0,4 > 0,q < 0,g 20,9 =0,q = 0en
términos de los indices de inercia). Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita
ny sea q € Q(V). Entonces:

1.¢g>0 = ry(q) =n.
2.¢>0 = r_(q) =0.
3920 <<=  1(¢)=0 y ri(g)<n
4. ¢<0 = r_(¢)=n
5.¢<0 <= ri(¢)=0.
6. g0 <= 14(¢)=0 y r(g<n
7.¢q20 <= 1:(9)>0 y r(¢g)>0.

7. Ejercicio (factorizacién de la matriz asociada a una forma cuadrética estric-
tamente positiva). Sea V' un espacio vectorial real, dim(V') = n < 400, sea B una base
de V y sea ¢ € Q(V). Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ¢>0;
(b) existe una matriz invertible B € M, (R) tal que ¢¢ = B'B.

Sugerencia: utilice una base con respecto a la cual ¢ es diagonal con elementos 1, —1,0 en
la diagonal principal.

8. Ejercicio (factorizacién de la matriz asociada a una forma cuadratica no
negativa). Sea V' un espacio vectorial real, dim(V') = n < 400, sea B una base de V' y
sea ¢ € Q(V). Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ¢ >0;

(b) existe B € M, (R) tal que g¢ = B'B.
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