Representaciéon matricial de formas cuadraticas

Objetivos. Expresar el valor de una forma cuadratica a través de las coordenadas del
vector en una base y la matriz de la forma cuadrdtica en esta base. Estudiar el cambio
de la matriz de la forma cuadratica al cambiar la base del espacio.

Requisitos. Formas bilineales, representacién matricial de una forma bilineal, identidad
de polarizacion.

1. Correspondencia entre formas bilineales simétricas y formas cuadraticas
(repaso). Sea V' un espacio vectorial real. Cada forma bilineal simétrica f € BL(V)
induce a una forma quadrética ¢ € Q(V') mediante la siguiente regla:

q(v) = f(v,v).
Se cumplen las identidades de polarizacion:

1

f(u,v)=—(q(u+v)—q(u—v)), f(uvv):

1 (q(u+v) —q(u) — q(v)).

DO | —

Por lo tanto, f se determina de manera tinica por q. Se dice que f es la forma bilineal polar
a la forma cuadratica g. Por definicién, la forma bilineal polar de una forma cuadratica
es simétrica.

2. Definicién (matriz asociada a una forma cuadratica respecto a una base).
Sean V un espacio vectorial real de dimensién finita, ¢ € Q(V) y B una base de V.
Entonces la matriz asociada a q respecto a la base B se define como la matriz asociada a
f respecto a B, donde f es la forma bilineal polar de ¢:

qB = [

La definicion es correcta porque f estd determinada por g de manera tinica mediante las
identidades de polarizacion.

3. Ejercicio. Exprese las entradas de la matriz gz a través de los valores de ¢ en ciertos
vectores. La forma bilineal polar f no debe aparecer en la respuesta.

4. Matriz asociada a una forma cuadratica es simétrica. La matriz gz se define
como fz, donde f es la forma bilineal polar de ¢. Esta forma bilineal f es simétrica (por
definicién), por eso su matriz asociada fz es simétrica.

5. Rango de una forma cuadratica. El rango de una forma cuadratica se define como
el rango de su forma bilineal polar o, que es lo mismo, como el rango de su matriz asociada
respecto a cualquier base.
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6. Proposicién (representaciéon matricial de una forma cuadratica). Sean V' un
espacio vectorial real de dimensién finita con una base B y sea ¢ € Q(V'). Entonces para
cualquier v € V|

q(v) = vgqgvg.

Sivg=1x= [xj}?zl yagg=A= [Ai,j]zjzl, entonces
g) =Y > Ay,
i=1 j=1

Demostracion. Sea f la forma polar a g. Sabemos que f(u,v) = u} fzvs. Recordando que
q(v) = f(v,v) y gz = f5 obtenemos las férmulas requeridas. ]

7. Ejemplo. La funcién ¢: R?* — R definida por
q(z) = 3a] + Ta5 — 425 + 21129 — 67173 + 8793
es una forma cuadrética. Su forma bilineal polar es
f(x,y) = 321y + Tooys — 4r3ys + 21y + Toyy — 3T1Yy3 — 3T3y1 + 4Ty + 4a3Ys,

y la matriz asociada a ¢ y a f con respecto a la base candénica B es

3 1 -3
w=fs=| 17 4
-3 4 —4

8. Lema. Sea A € SM,(R), esto es, A € M,(R) y AT = A. Entonces para cualesquiera
r,y € R"?
r Ay =y Ax.

Demostracion. Notemos que el producto 2" Ay es un nimero real y se puede considerar
como una matriz real de tamano 1 x 1. La transpuesta de esta matriz coincide con ella
misma, y obtenemos lo siguiente:

Ay = (2T Ay)"T =y AT (2" =y  Ax. O

9. Proposicién (unicidad de la matriz que representa a una forma cuadratica).
Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita n, sea ¢ € Q(V') y sea B una base de
V. Supongamos que C' € SM,,(R) tal que para cualquier v € V' se cumple la igualdad

q(v) = vg Cvg.

Entonces gz = C.
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Idea de demostracion. Denotemos por f a la forma bilineal polar de g. Por definicién, f es
simétrica y gz = fz. Vamos a demostrar que fz = C. Usamos la identidad de polarizacion,
propiedades del producto de matrices y el lema anterior:

fu,v) =~ (q(u+v) — q(u —v))

((ug + vg) " Clup +vg) — (ug — vg) C(us — vg))

I N

= ... (complete los pasos omitidos). ..

= i (2uCvg + 205 Cuy)

= uyCvg.

Aqui u,v € V son vectores arbitrarios. Por la unicidad de la representacion matricial de
una forma bilineal, fz = C. [

10. Ejercicio. Demuestre que la funcién ¢: R? — R definida mediante la regla de corres-

pondencia
7 5 I
-l 2][2]

es una forma cuadratica en R?. Calcule la matriz asociada a g respecto a la base canénica.
Indicacién: hay que encontrar una forma bilineal simétrica f tal que q(x) = f(x,z) para
todo x € R2.

11. Cambio de la matriz de una forma cuadratica al cambiar la base. Sea V
un espacio vectorial real de dimensién finita n, sea ¢ € Q(V) y sean B y F bases de V.
Entonces

qr = B, stfC]BP B,F-

12. Definicién (matrices congruentes). Sean A, B € M,,(R). Se dice que A es con-
gruente a By se escribe A = B si existe una matriz invertible P € M, (R) tal que

B=P'AP.

13. Ejercicio. Demuestre que la congruencia de matrices en una relacion de equivalencia.
En otras palabras, demuestre que la relacién 2 es reflexiva, simétrica y transitiva.
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