Producto de matrices triangulares superiores

Ejercicios

Objetivos. Demostrar que el producto de dos matrices triangulares superiores es una
matriz triangular superior. Deducir una férmula para las entradas diagonales del producto.
Deducir féormulas para las entradas por arriba de la diagonal principal.

Requisitos. Definicion del producto de matrices, notacién breve para las sumas, particion
de una suma.

Entradas diagonales de una matriz cuadrada,
entradas por arriba y por abajo de la diagonal

Diagonal principal de una matriz cuadrada. En la siguiente matriz A € My(R)
estdn marcadas las entradas pertenecientes a diagonal principal:

Parte estrictamente superior de una matriz. En la siguiente matriz A € My(R)
estan marcadas las entradas ubicadas en la parte estrictamente superior (= esctrictamente
superior derecha), es decir, por arriba de la diagonal principal:

1. Parte estrictamente inferior de una matriz. Marque la parte esctrictamente
inferior (= esctrictamente inferior izquierda) de la siguiente matriz A € My(R). En
otras palabras, marque las entradas ubicadas por debajo de la diagonal principal.
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2. Sea A € My(R). Para cada una de las siguientes entradas de A determine su ubicacién
y dibuje flechitas correspondientes:

[estai por arriba de la diagonal principal}

A
Eesté en la diagonal principal}
Az
[esté por debajo de la diagonal principal}
Ay

3. Diagonal principal, parte superior derecha y parte inferior izquierda de
una matriz cuadrada (definicién formal). Sea A € M,,(R). Para cada una de las
siguientes entradas de A determine su ubicacién:

igs <] Eesté en la diagonal principal}

i

s

iy L=17 Eesté por arriba de la diagonal principal]

N

ij, 1>7 [esté por debajo de la diagonal principal]
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Definiciéon de matrices triangulares superiores e inferiores

Definicién: la diagonal principal de una matriz cuadrada. Sea A una matriz cua-
drada, A € M,(R). La diagonal principal de A consiste de las entradas A,;, donde
i € {1,...,n}. También se dice que A;;, donde i € {1,...,n}, son entradas diagonales o
elementos diagonales de la matriz A.

4. Descripcién formal de las entradas en la diagonal principal, fuera de la
diagonal principal, por arriba y por abajo de la diagonal principal.

A; j estd en la diagonal principal <<= i =j.

A; j estd fuera de la diagonal principal <= .

?
A; j estd por arriba de la diagonal principal <= )
——

?

Definicién de las matrices diagonales. El conjunto de las matrices diagonales reales
de orden n consiste de las matrices reales de orden n cuyas entradas fuera de la diagonal
principal son nulas:

{A € M,(R): A;; =0 para todos 4,5 € {1,...,n} tales que i # j}.
Mas formalmente:

{A e M,(R): Vi,je{l,...,n} si i#j, entonces A,;= O}.

5. Definicion de las matrices triangulares superiores y triangulares inferio-
res. Escriba las definiciones formales de matrices triangulares superiores y triangulares
inferiores:

ut,(R) = {A e M,(R):  Vi,je{l,...,n} si , entonces A;; = O}.

t,(R) =

6. Relaciéon entre matrices triangulares superiores y triangulares inferiores.
Denotemos por A" a la matriz transpuesta de A.

A€ 1t,(R) — AT € .
——

?
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Producto de matrices triangulares superiores
en el caso particular n = 3

7. Sean A, B € ut3(R):

Ain Ay A By Bip Big
A= 0 Ays Ass |, B = 0 DBy By
0 0 A3,3 0 0 BS 3

Calcule el producto AB.

Solucion. Escribimos el producto (llene todas las entradas):

A11B1,1+A1,2B2,1+A1,3B83,1

AB =

A3z,1B1,2+A32B2 2+A3 3832

Notamos que algunos de los factores son nulos:

A1,1B1,1+A1,2:0+A41,3-0

AB =

0-B1,240-B2,2+A3,3-0

Quitando los sumandos nulos obtenemos la respuesta final:

AB =

8. Observaciones acerca de la matriz AB.

= Las entradas por debajo de la diagonal principal son ...
asi que la matriz AB es ...

= Por arriba de la diagonal principal algunas sumas se reducen gracias a los sumandos
nulos.

» En la diagonal principal la (7,4)-ésima entrada es igual a . ..
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Entradas del producto por debajo de la diagonal principal
en el caso particular n = 6

En los siguientes ejercicios se consideran dos matrices triangulares superiores A y B de
orden 6 con entradas generales:

[ Aip Aig Ay Ay Ay Aig | [ Biy Bip Biz Biy Bis Big |
0 Ayo Asz Asy Ass Agg 0 Bso Baz By Bas Bag
A= 0 0  Azz Aszs Azs Asg B— 0 0 B33z Bss Bzs DBsg
0 0 0 Aya Ays Ayg |’ 0 0 0  Bsa Bss Bag
0 0 0 0 A5 Asg 0 0 0 0 Bss Bsg
| 0 0 0 0 0 Age | | 0 0 0 0 0  Bsg |

Ejemplo. Calcular la entrada (AB)42 del producto AB.

Solucion. Por la definicién del producto de matrices, la entrada de la matriz AB con
indices (4,2) es el producto punto del cuarto renglén de A por la segunda columna de B:

(AB)so = As1B1o+ AsoBoo + Ay3Bs o+ AsaBas + AssBs o+ AseBe o
Indicamos los factores nulos y simplificamos la suma:

(AB)y2 = Ay1 Bio+ Ays Boo+ Ays Bso+Asa Byo +Ass Bso +Ase Bea = 0.

~— ~—~ —~ N~ ~— ~—~ ~—
I I I I I I I
0 0 0 0 0 0 0
pzrqile (4>2) (4>3) (3>2) (4>2) (5>2) (6>2)
>

Calcule las siguientes entradas del producto AB:

9. (AB)y1 = A41B11+AsoBo1+As3Bs1+AsaBy1+AysBs i+ AseBey =

10. (AB)E,,Q =

11. (AB)g4 =
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Entradas diagonales del producto en el caso particular n = 6

Seguimos estudiando el producto de matrices triangulares superiores para el caso parti-
cular de matrices 6 x 6:

Ag Aip Aig Ay Ay Aug Biy Bip Biz Biy Bis Big
Agg Asg Asy Ass Asg 0 By Byz Byy Bays Bag
0 Aszz Ass Ass Asg 0 0 DBss Bss DBss Bsg
0 0 Ay Ays Ay |7 0 0 0  Bss Bsys Bug
0 0 0 Ass Asg 0 0 0 0 Bss Bsg
0 0 0 0 Ag | 0 0 0 0 0 B |

0
0
0
0
0

Ahora calculemos las entradas diagonales del producto AB.

Ejemplo. Calcular la entrada (AB)s 3 del producto AB.

Solucidn.

(AB)33 = As1 Bi3+ A3 Bog+ As3Bs3+ Asq By +Asps Bss +A36 Bes = A3 3Bs 3.
—~— ~— —~— —~— —~—
T T
(3>1) (3>2) (4>3) (5>3) (6>3)

Respuesta: (AB)33 = A33Bs3. O

Calcule las siguientes entradas del producto AB:

12.  (AB)yy =

13. (AB)ss =
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Entradas del producto por arriba de la diagonal principal
en el caso particular n = 6

Seguimos estudiando el producto de matrices triangulares superiores para el caso parti-
cular de matrices 6 x 6:

A Ag Ais Ay Ay A By Bip Bz Bia Bis DBig
0 Ao Aog Asy Ass Asg 0 DBsa Bz DBsy Bys DBag
A= 0 0 Asz Ay Ass Asg B— 0 0 Bss B3y Bss Bsg
0 0 0 Ayq Ass Ays |’ 0 0 0 Bys4 Bas Bug
0 0 0 0 A5 Asg 0 0 0 0 Bss Bsg
0 0 0 0 0 Asp | 0 0 0 0 0 Bgg |
Ejemplo. Calcular (AB)4.
Solucion.
(AB)oy = Ag1 Bia+ AsoBoy+ As3Bs g+ A aBya + Aoy Bs g +A26 Bea -
—~~ —~~ —~~
] T
(2>1) (5>4) (6>4)
De los seis sumandos se quedaron sélo tres:
4
(AB)oy = Ag9Boy+ As3Bs s + Ay yByy = Z A Bja. []

k=2

Calcule las siguientes entradas del producto AB. Primero escriba todos los sumandos,
luego indique factores nulos y simplifique las sumas.

14. (AB>475 =

15. (AB):),,G -
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Vamos a generalizar los resultados de los ejercicios anteriores al caso de matrices trian-
gulares superiores de orden n. Necesitamos repasar la definicion formal del producto de
matrices y una propiedad de las sumatorias.

Férmula general para las entradas del producto de matrices

En los siguientes ejercicios se consideran matrices cuadradas A y B del mismo tamano,
no necesariamente triangulares superiores, y se pide escribir las formulas para su entradas
de dos maneras diferentes: 1) con puntitos ...; 2) con el simbolo de suma ) .

Ejemplo. Si A, B € Mg(R), entonces

8
(AB)os = A91B1s5+ A22Bos + AssBss+ ...+ AyrBrs+ Ay sBs 5 = Z Az B 5.
k=1

16. Sean A, B € M;(R). Entonces

(AB)G,Q =

17. Sean A, B € M5(R). Entonces

(AB)11s =

18. Férmula general escrita con puntitos.
Sean A, B € M,,(R). Entonces

(AB)i; = + + ... 4+ +

19. Férmula general escrita con ) .
Sean A, B € M,,(R). Entonces

(AB);; =>

k=
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Particion de una suma

Ejemplo. A veces es cémodo dividir una suma en dos partes. Por ejemplo,

2 5

5
Y dp=dy+dy+dy+ditds = (dy+dy) + (ds+da+ds) =D di+ Y dr.
k=1

k=1 k=3

18 5
20. de:de+de.
k=1 k=1 k=

30 7 21 30
Ejemplo. de = de + de + Z dp.
k=1 k=1 k=8

k=22

27 25
21. de:de+de+de.
k=1 k= k=9 k=

Ejemplo. Supongamos que dy =4 Vke{l,...,5} y dy =7 Vke{6,...,15}.
Entonces

15 5 15
dezz dy, +Z d, =5-4+10-7=90.
k=1 k=1 H k=6 ”

4

22. Sean dp =2 Vke{l,... 4} y dy=8 Vke{5...,10}. Calcule:

23.Sea dp,=0 Vke{l,...,4}U{9,...,20}. Simplifique la suma:

24. Sea dp,=0 Vke{l,...,5}U{7,...,20}. Simplifique la suma:

20
S di-
k=1
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Entradas del producto por debajo de la diagonal principal
en el caso particular n = 20

En los siguientes ejercicios se considera el producto de dos matrices triangulares superiores
A, B € uty(R) con entradas generales.

Ejemplo. Demostrar que (AB)27 = 0.

Solucion. Por la definicién del producto,

20

(AB)12,7 = Z A2, By 7.
k=1

Dividimos la suma en tres partes:

7 11 20
(AB)127 = Z Ao Brr+ Ay Brr + Z Ao Bryz =0
=1 =8 T T o
[l I I I
0 0 0 0
(k<7<12) (k<11<12) (k>8>7) (k>12>7)

Demuestre que las siguientes entradas del producto AB son nulas:

25. (AB)ys =

26. (AB>1775 -
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Entradas diagonales del producto en el caso particular n = 20

Seguimos trabajando con el producto de dos matrices triangulares superiores de orden 20:
A Be thO(R).

27. Calcular (AB)ss.

Solucion.
7 20
(AB)sgs = Z Agyr Brps+ AssBss + Z Asyr Brs -
= =
0 0
(k<7<8) (k>9>8)
Respuesta:
(AB)g,s = AggBss. ]

Calcule las siguientes entradas del producto:

28. (AB)s; =

29 (AB>14714 -
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Entradas del producto por arriba de la diagonal principal
en el caso particular n = 20

Seguimos considerando el producto de dos matrices triangulares superiores de orden 20:
A, B e quO(R).

Ejemplo. Calcular (AB)s 15.

Solucion.
7 15 20
(AB)sis =Y Ask Bris+ > AsiBris+ Y Ask Bras
k=1 T k=8 k=16 T
0 0
(k<7<8) (k>16>15)
Respuesta:
15
(AB)sis = Y _ AsxBris O
k=8

Calcule las siguientes entradas del producto AB:

30. (AB)s11 =

31 (AB>11714 -
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Teorema: el producto de dos matrices triangulares superiores es
triangular superior. Demostracion general

32. Sean A, B € ut,(R). Demuestre que AB € ut,(R).
Solucion. Sean i,j € {1,...,n}, i > j. Vamos a demostrar que (AB); ; = 0.

Por definicién del producto de matrices, la (1, j)-ésima entrada de la matriz AB se escribe
como la siguiente suma:

(AB)ij =

k=

Como las matrices A y B son triangulares superiores,
A, =0 paratodos i,ke€{l,...,n} tales que
By; =0 paratodos k,je€{l,...,n} tales que
?

Por eso dividimos la suma en tres partes y mostremos que todos los sumandos son 0:

(AB)iy = . 3 2

k=1
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Formula para las entradas diagonales.
Demostracion general

33. Sean A, B € ut,,(R) y seai € {1,...,n}.
Enuncie y demuestre la formula para calcular (AB); ;.

Férmula para calcular las entradas no triviales.

Demostracién general

34. Sean A, B € ut,(R) y sean i,j € {1,...,n}, i < j.

Escriba y demuestre una férmula para (AB); ;.
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