Transformaciones lineales

Problemas tedricos

En los problemas de esta lista se supone que V' y W son espacios vectoriales sobre un
campo F.

Linealidad de una funcion

1. Varias maneras de escribir la propiedad lineal. Sea T": V' — W. Demuestre que
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es aditiva y homogénea:
Va,beV T(a+0b) =T(a)+ T(b); (A)
YVaeV VAeF T(Aa) = XT'(a). (H)
(b) T transforma combinaciones lineales en transformaciones lineales:

Vu,oe V. VA ueF T(Au+ pv) = NXT'(u) + pT'(v). (L)

(¢) T cumple con la siguiente propiedad:

Vu,ve Vo VYAxeF  Tu+wv)=AT(u)+T(v). (S)

2. Imagen del vector cero bajo una transformacion lineal. Sea 7: V — W una
transformacion lineal. Demuestre que

T(0y) = Oy .
3. Imagen de una combinacién lineal bajo una transformaciéon lineal. Sea

T:V — W una transformacion lineal. Demuestre por inducciéon que para cualquier
n € {1,2,...}, cualesquiera ay,...,a, € V y cualesquiera Ay,..., A\, € F

4. Transformaciones lineales de un espacio unidimensional a un espacio vecto-
rial. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sea T: F — V una transformacion
lineal. Demuestre que existe un vector v € V' tal que

VeeF  T(z)=av.

5. Transformaciones lineales en un espacio unidimensional. Sea T: F — F una
transformacién lineal. Demuestre que existe un escalar ¢ € F tal que

VeeF  T(z)=ca.
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Operaciones con transformaciones lineales y sus propiedades

Sean VW algunos espacios vectoriales sobre un campo F. Definamos operaciones
lineales (suma y producto por escalar) de transformaciones lineales:

6. Suma de transformaciones lineales. Sean 7: V — W y U: V — W algunas
transformaciones lineales. Escriba la definicién de la funcién 7'+ U (suma de Ty U):

T+U:? =7,

YoeV (T'+U)(v) =7

Demuestre que T'+ U es lineal.

7. Producto de una escalar por una transformaciéon lineal. Sea T: V — W una
transformacion lineal y sea o € F. Escriba la definicién de la funcién oT' (producto del
escalar a por la transformacién T'):

ol 7 =7,

YoeV (aT)(v) =7

Demuestre que esta funcién o1 es lineal.

8. Espacio vectorial de las transformaciones lineales. Sean V' y W espacios vectoria-
les sobre un campo F. Denotamos por L(V, W) al conjunto de todas las transformaciones
lineales V' — W, con operaciones lineales definidas arriba. Demuestre que £(V, W) es un
espacio vectorial sobre el campo F.

9. Producto de transformaciones lineales. Sean 7' € L(V, W) y U € L(W, X). La
funcién UT: V — X se define como la composicion U o Ty se llama el producto de U y
T. Escriba la definiciéon de UT de manera mas formal:

YoeV (UT)(v) =7

Demuestre que UT es lineal.

10. Propiedades distributivas y homogéneas del producto de transformaciones
lineales. Sean T\, 11,7, € L(V,W), U, Uy, Uy € L(W, X), X € F. Demuestre que:

1. (U, + U)T = U\T + UsT.
2. (\U)T = \(UT).
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3. U(T1 +T2) - UT1 + UT2
4. UNT) = \UT).

11. Propiedad asociativa de la multiplicacién (composicién) de transformacio-
nes lineales. Sean V, W, XY espacios vectoriales sobre un campo F, sean

T e L(V,IWV), UeL(W,X), SeLl(X)Y).

Demuestre que:

(SU)T = S(UT).

Ejemplos de productos de transformaciones lineales

12. Sean /¢, y {5 dos lineas rectas en el plano que se intersectan en un punto O. En el
espacio V?(0) consideremos dos transformaciones lineales:

= P es la proyeccion a f1 a lo largo de /;

= () es la proyeccion a /5 a lo largo de /5.

Calcule P?, Q?, PQ, QP, P+ Q.

13. Sean {; y {5 dos lineas rectas perpendiculares en el plano que se intersectan en un
punto O. En el espacio V?(O) consideremos dos transformaciones lineales:

= P es la proyeccion a f1 a lo largo de /;
= R es la rotaciéon del plano en el angulo g (en el sentido contra del reloj).

Calcule PRy RP.

14. En el espacio de los polinomios P(R) consideremos las transformaciones lineales D y
M definidas de la siguiente manera:

v/ e P(R) (D)) = f'(=);
v/ e P(R) (M(f)(x) =z

Por ejemplo,
D(3+5x —72%) =5 — 14z,  M(3+ 5z — 72*) = 3z + 5a* — T2°.

Calcule la transformaciéon DM — M D, esto es, para todo polinomio f € P(R) calcule
(DM — MD)(f).
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Matriz asociada a una transformacion lineal
respecto a un par de bases

15. Definicién de la matriz asociada a una transformacién lineal. Escriba la
definicién de la matriz asociada a una transformacién lineal con respecto a un par de
bases.

16. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n y sea A = (ay,...,a,) una base de V.
Calcule la matriz T4 asociada a la transformacion T' € L(V') si se sabe que
T(&l) = a2, T(ag) = as, ce s T(Cln,1> = Qp, T(an) =0.

17. Sea D € L(P,(F)) el operador de la derivada: D(f) := f’. Calcule la matriz D¢
asociada a D con respecto a la base canénica de P, (F).

18. Teorema: Representaciéon matricial de una transformacién lineal. Sean V' y
W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo F, sean A una base de V' y
B una base de W. Demuestre que para todo v € V/,

(Tw)s = Tp,ava.

19. Forma general de transformaciones lineales en el caso si el dominio y el
contradominio coinciden con el campo. Sea F un campo y sea 7' € L(FF). Demuestre
que existe un escalar o € [F tal que

VeeF  T(x)=ax.

20. Teorema: Unicidad de la representacion matricial de una transformacion
lineal. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo F, sean
A = (ay,...,a,) una base de V, sea B = (by,...,b,,) una base de W. Supongamos que
M € M, ,,(F) es una matriz tal que para todo v € V,

(TU)B = M’U_A.

Demuestre que T 4 = M.

21. Teorema: Cambio de la matriz asociada a una transformacion lineal al
cambiar las bases del dominio y del contradominio. Sean V' y W espacios vectoriales
de dimensiones finitas sobre un campo F, sean A y A’ bases de V, sean B y B’ bases de
W. Demuestre que:

Tp.a = Pp gl aPan.

Escriba también el caso especial de esta férmula para W =V, B= A, B = B.
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Correspondencia entre transformaciones lineales
y matrices

22. Teorema: Una transformacion lineal se determina de manera tinica por las
imagenes de los vectores basicos. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F,
siendo V' de dimensién finita. Sea A = (ay, ..., a,) una base de V' y sean wy, ..., w, € W.
Demuestre que existe una unica transformacién lineal 7' € L(V, W) tal que

Vied{l,...,n} T(a;) = w,.

23. Teorema: Una transformacion lineal se determina de manera tnica por
su matriz asociada. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un
campo F, sean A una base de V' y B una base de W. Sea M € M,, ,(F). Demuestre que
existe una tunica transformacién lineal T' € L(V, W) tal que

Tpa = M.

24. Matriz asociada a la suma de transformaciones lineales. Sean V' y W espacios

vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo [F, sea A una base de V, sea B una base
de W. Sean T,U € L(V,W). Demuestre que

(T'+U)pa=1Tpa+ Us.a.

25. Matriz asociada al producto por escalar de una transformacién lineal. Sean

V' y W espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo F, sea A una base de
V', sea B una base de W. Sea T' € L(V,W) y sea A € F. Demuestre que

()\T)B,.A = ATB,A-

26. Matriz asociada al producto de transformaciones lineales. Sean V., W y X
espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre un campo F, sean A una base de V', B

una base de W y C una base de X. Sean T' € L(V, W), U € L(W, X). Demuestre que

(UT)e,a = UegTp, A
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Ntcleo e imagen de transformaciones lineales, problemas sencillos

27. Sea T € L(V,W). Escriba las definiciones de im(7T") y ker(T').
28. Sea T € L(V,W). Demuestre que im(7") es un subespacio de W.
29. Sea T € L(V,W). Demuestre que ker(T") es un subespacio de W.

30. Sea T: R? — R? la funcién definida mediante la siguiente férmula:

Vz € R? T(x):{%ll

Demuestre que 7" es lineal, halle im(7") y ker(T').

31. Sea T: R? — R? la funcién definida mediante la siguiente férmula:

Ve eR?  T(z) = [xl*'IQ}.

0

Demuestre que T es lineal, halle im(T") y ker(7T).

32. Sea T € L(V,W) y sea X un subespacio de V. Demuestre T'(X) es un subespacio de
W, donde T'(X) es la imagen del conjunto X bajo T

TX)={Tw):veX}={weW: FveX talque w=T(v)}.

33. Definimos 7': M,,(R) — M,,(R),
T(X)=X+X".

Demuestre que T es lineal. Halle im(T") y ker (7).

34. Definimos T': M,,(R) — M, (R),
T(X)=X-X".

Demuestre que T es lineal. Halle im(T") y ker (7).
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Nucleo e imagen de transformaciones lineales,
problemas mas avanzados

Los problemas de esta subsecciéon no necesitan soluciones largas ni ideas geniales, pero
impiden que el estudiante entienda las definiciones con toda claridad.

35. Sean V,W, X espacios vectoriales sobre un campo F y sean T € L(V,W), U €
L(W, X). Demuestre que
ker(T') C ker(UT), im(UT) C im(U).

36. Dé un ejemplo de espacio vectorial V' y transformaciones lineales T, U € L(V) tales
que
ker(T') # ker(UT).

37.Sean T € L(V,W) y S € LW, X) tales que ST = 0. Demuestre que im(7") C ker(S).
38.Sean T € L(V,W)y S € LIW, X) tales que im(T") C ker(S). Demuestre que ST = 0.
39. Haga un resumen de los dos problemas anteriores.

40. Sea T € L(V) tal que ker(7?) = ker(T'). Demuestre que im(7T') Nker(T) = {0}.

41. Sea T € L(V) tal que im(T) Nker(T) = {0}. Demuestre que ker(7T?) = ker(T).

42. Haga un resumen de los dos problemas anteriores.

43. Sean T, S € L(V,W). Demuestre que

im(7 + S5) C im(T) 4 im(S5).

44. Dé un ejemplo de transformaciones lineales T, U € L(R) tales que

im(T + S) C im(7T') + im(S).

45. Sean T, S € L(V,W). Demuestre que
r(T+S) <r(T)+r(S).
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Construccion de bases en el nicleo y en la imagen
de una transformacién lineal

46. Sea T € L(V,W) y sean ay,...,a, € V tales que {(ay,...,a,) = V. Demuestre que

im(T) = ((T(ay),. .., T(ay)).

47. Teorema del rango y nulidad. Sea T' € L(V, W), donde V es de dimension finita.
Demuestre que
r(7) +nul(7T") = dim(V),

esto es,
dim(im(7)) 4+ dim(ker(7")) = dim(V').

Proyecciones y sumas directas

Definicién (proyeccién). Sea V un espacio vectorial y sea P € L(V). Se dice que P es
una proyeccion si P cumple con la propiedad idempotente:

P:=r

48. Proyeccién complementaria. Sea P € L(V) una proyeccién, esto es, P? = P.
Demuestre que la transformacion Q := I — P también es una proyeccién. Calcule los
productos

PQ y QP.

49. Sea P € L(V) tal que P? = P y sea Q = I — P. Demuestre que

im(P) = ker(Q) y ker(P) = im(Q).

50. Sea P € £(V) una proyeccion, esto es, P> = P. Demuestre que

im(P) ={veV: Pv) =v}.

51. Sea P € L(V) tal que P? = P. Demuestre que el espacio V es la suma directa de
im(P) y ker(P).
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Transformaciones lineales inyectivas

52. Criterio de que un transformacién lineal es inyectiva. Sea T' € L(V,W).
Demuestre que 7' es inyectiva si y s6lo si ker(7) = {0}.

53. Imagenes de vectores linealmente independientes bajo una transforma-
cién lineal inyectiva son linealmente independientes. Sea T' € L(V, W) inyectiva
y sean ai,...,a € V vectores linealmente independientes. Demuestre que los vectores
T(ay),...,T(ax) son linealmente independientes.

54. Si el producto de dos transformaciones lineales es inyectivo, entonces el
segundo factor es inyectivo. Sean V, W, X espacios vectoriales sobre un campo F y
sean T € L(V, W), U € L(W)X. Supongamos que el producto UT es una transformacién
inyectiva. Demuestre que 7" también es inyectiva.

Transformaciones lineales suprayectivas

55. Imagen de un conjunto generador bajo una transformacion lineal supra-
yectiva. Sea T' € L(V, W) suprayectiva y sean ay, ..., a; € V tales que {(aq,...,ax) = V.
Demuestre que (T (ay),...,T(ag)) = W.

56. Si el producto de dos transformaciones lineales es suprayectivo, entonces el
primerr factor es suprayectivo. Sean V, W, X espacios vectoriales sobre un campo F y
sean T € L(V, W), U € L(W)X. Supongamos que el producto UT es una transformacién
suprayectiva. Demuestre que T' también es suprayectiva.
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Invertibilidad de transformaciones lineales

57. Linealidad de la funcién inversa a una transformacion lineal. Sea T' € L(V, W)
una transformacién lineal biyectiva. Demuestre que su inversa 7! también es una trans-
formacion lineal.

58. Sea T' € L(V). Supongamos que la transformaciéon T2 es invertible y denotemos su
inversa por U. Demuestre que T es invertible y exprese T~! a través de Ty U.

59. Sea T' € L(V) tal que T? = 5I. Demuestre que T es invertible y encuentre la inversa
de T

60. Criterio de la invertibilidad de una transformacion lineal bajo la condicién
que el dominio y el contradominio son de la misma dimension finita. Sea T €
L(V, W), donde dim (V') = dim(W) < +o00. Demuestre que las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) T es invertible.
(b) T es inyectiva, o sea ker(T') = {0}.

(c) T es suprayectiva, o sea im(7") = W.
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Espacios vectoriales isomorfos

61. Demuestre que las siguientes propiedades de la isomorfia de espacios vectoriales:
1. vVv=V.
2. SiV =W, entonces W £ V.
3.5 VEWyW=X, entonces V = X,

62. Teorema: Todo isomorfismo de espacios vectoriales transforma cualquier
base del dominio en una base del contradominio. Sea 7' € £(V, W) un isomorfismo
y sea (eq,...,e,) una base de V. Demuestre que (T'(e1),...,T(ey,)) es una base de W.

63. Corolario: Si dos espacios vectoriales son isomorfos y uno de estas es de
dimensién finita, entonces el otro es de la misma dimension finita. Sea T €
L(V, W) un isomorfismo, donde V' es de dimensién finita n. Entonces dim(WW') = n.

Cada uno de los dos siguientes teoremas es un corolario simple del otro.

64. Teorema: todo espacio vectorial de dimension n sobre un campo F es
isomorfo a F™. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n sobre un campo F.
Construya un isomorfismo 7': F" — V.

65. Teorema: Espacios vectoriales sobre un mismo campo y de la misma di-
mension finita son isomorfos. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F y
de la misma dimensién finita. Construya un isomorfismo 7' € L(V,W).

66. Muestre que el espacio vectorial M,, ,,(IF) es isomorfo al espacio vectorial F"".

67. Muestre que el espacio vectorial P, () es isomorfo al espacio vectorial F" .
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