Espacios vectoriales con producto interno

Problemas tedricos

En todos los problemas relacionados con el caso complejo se supone que el producto
interno es lineal con respecto al sequndo argumento.

Definicion de producto interno

1. Escriba la definiciéon de producto interno en un espacio vectorial real.
2. Escriba la definicion de producto interno en un espacio vectorial complejo.

En los siguientes dos problemas estudiamos dependencias logicas entre las condiciones en
la definicién de producto interno.

3. Sea V un espacio vectorial complejo y sea f: V2 — C una funcién lineal con respecto
al segundo argumento y hermitiana:

Va,b,ce V. VA peC fla,A\b+ pe) = Af(a,b) + nf(a,c);
Va,beV f(b,a) = f(a,b).
Demuestre que f es lineal conjugada con respecto al primer argumento.

En los siguientes problemas se supone que V' es un espacio vectorial complejo con producto
interno. El caso real es similar, pero mas simple.

4. Demuestre por induccién que para cualquier p € {1,2,...} y cualesquiera ay, ..., a,,b €

V' se cumple la igualdad
p p
<Z @, b> - Z<aj7 b>

J=1 Jj=1

5. Usando el resultado del problema anterior y propiedades del producto interno demuestre

que para cualquier ¢ € {1,2,...} y cualesquiera a, by, ...,b, € V se cumple la igualdad
q q
<a7 Z bk> = Z<a7 bk>
k=1 k=1

6. Sean a,b € V, \,u € C. Usando propiedades del producto interno simplifique la
expresion (Aa, ub).

7. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno, sean as, ..., a,, b1, ..., by € V
Y AL Aps i, - g € €L Calcule

p q
<Z Aja;, Z Mkbk> :
j=1 k=1
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Matriz adjunta (transpuesta conjugada).
Propiedades de la “transposiciéon conjugada”

Definicién de la matriz adjunta (transpuesta conjugada). Sea A € M,,,(C).
Entonces la matriz adjunta (transpuesta conjugada) a la matriz A se denota por A* y se
define como la matriz transpuesta conjugada a la matriz A:

—T

A=A .

En otras palabras,

A = [Ahj}n,m

j,k=1"

Para demostrar las siguientes propiedades se recomienda usar propiedades de la operacion
A AT y propiedades simples de la conjugacién compleja.

8. Propiedades lineales de la matriz adjunta. Sean A, B € M,,,,(C) y A € C.

Demuestre que B
(A+ B)" = A" + B, (ANA)* = NA™.

9. Matriz adjunta del producto de matrices. Scan A € M,,,,(C), B € M,,»,(C).
Demuestre que
(AB)" = B*A”.

10. Matriz adjunta a la matriz adjunta. Sea A € M,,,(C). Demuestre que

(A7) = A.

Para resolver el siguiente problema hay que recordar las definiciones formales de la
traza de una matriz y del producto de matrices.

11. Sea A € M4 (C) y sea B € M,,xm(C). Exprese tr(A*B) en términos de las entradas
de Ay B.

12. Sea A € M, (C). Exprese tr(A*A) en términos de las entradas de A.
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Ejemplos de espacios vectoriales con producto interno

13. Producto-punto en R™. Demuestre que la siguiente funcién es un producto interno
en el espacio vectorial real R™:

(z,y) = Ziﬂkyk (1)

14. Producto interno candnico en el espacio de las matrices reales. Demuestre
que la siguiente funcién es un producto interno en el espacio vectorial real M., ., (R):

(A,B) = tr(A"B). (2)

Sugerencia: para demostrar que (A, A) > 0 para cualquier matriz no nula A, exprese
(A, A) en términos de las entradas de A.

15. Expresién del producto-punto usando la transposicién y la multiplicacién
de matrices. Muestre que el producto-punto en R™ definido por la formula se puede
escribir como

(z,y) = zy.

16. Producto-punto en C™. Demuestre que la siguiente funcién es un producto interno
en el espacio vectorial complejo C™:

(@, y) =) Ty (3)

17. Producto interno canédnico en el espacio de las matrices complejas. De-
muestre que la siguiente funcién es un producto interno en el espacio vectorial complejo
Msen(C):

(A, B) =tr(A*B).

Sugerencia: para demostrar que (A, A) > 0 para cualquier matriz no nula A, exprese
(A, A) en términos de las entradas de A.

18. Expresion del producto-punto en C™ usando la transposicion conjugada y
la multiplicacién de matrices. Muestre que el producto-punto en C" definido por la

formula se puede escribir como

(r,y) =27y
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Proyeccion ortogonal de un vector a otro vector no nulo

19. Proyeccién ortogonal de un vector a un vector no nulo. Sea a € V'\ {0} y sea
v € V. Demuestre que existe un unico escalar A tal que

v—Aa L a.

El vector Aa con este valor A se denota por pr,(v) y se llama la proyeccion ortogonal del
vector v al vector a (o la proyeccién ortogonal del vector v al subespacio generado por el
vector a).

20. Otra forma de la misma proposicion. Sean a,v € V', a # 0. Demuestre que existe
un tnico par de vectores (u,w) € V x V tal que

u € l(a), w L a, u+w=n.

21. Operador de proyeccién ortogonal a un vector no nulo. Sea a € V' \ {0}.
Consideremos la funcién P,: V — V definida mediante la regla

Pa(v) = pry(v).
Escriba P,(v) de manera explicita y demuestre que P, es un operador lineal.

22. Propiedad idempotente de la proyeccién ortogonal a un vector no nulo.
Sea a € V' \ {0}. Demuestre que
P?=P

a a’

Desigualdad de Schwarz

23. Un calculo auxiliar para demostrar la desigualdad de Schwarz. Sean a,b € V,

a# 0,

Simplifique la expresion

(b— Aa,b— Aa).

La desigualdad de Schwarz es también conocida como la desigualdad de Cauchy—
Schwarz o la desigualdad de Cauchy—Bunyakovski-Schwarz.

24. Desigualdad de Schwarz. Sea V' un espacio vectorial complejo con producto interno
y sean a,b € V. Demuestre que

|(a,b)|” < (a, a) (b, b).

Sugerencia: considere dos casos: 1) a =0y 2) a # 0.
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Norma inducida por un producto interno

25. Definicion de norma. Escriba la definicién de norma en un espacio vectorial com-
plejo.

26. Dos propiedades de nimeros complejos (repaso). Sea a € C. Demuestre que
Re(a) < af, a+a=2Re(a).

27. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y sean u,v € V. Demuestre
que
(1, v) + (v, u) = 2Re((u, v)).

28. Sea V' un espacio vectorial complejo con producto interno y sean u,v € V. Desarrolle
los productos:
(u+v,u+v), (u—v,u—v).

29. Teorema sobre la norma inducida por un producto interno. Sea VV un espacio
vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la funcién N: V' — [0, +0o0)
definida mediante la siguiente férmula es una norma:

N(v) = /{v,v).
La parte principal del teorema es el siguiente problema:

30. Desigualdad triangular para la norma inducida por un producto interno.
Sea V' un espacio vectorial complejo con producto interno y sean u,v € V. Demuestre que

Vi{u+v,u+v) < u,u) + (v, v).

31. Identidad de paralelogramo. Sea V' un espacio vectorial complejo con producto
interno. Denotemos por | - || a la norma inducida por el producto interno. Demuestre que
para cualesquiera u,v € V' se cumple la igualdad

lw+ vl + flu = ol* = 2(Jlull* + [Jo]|?).

32. Norma-oo no estd inducida por ningin producto interno. La norma || - || se
define en C? de la siguiente manera:

vz € C? |2||o == max{]|z|, |22}

Demuestre que no existe ningin producto interno en C? que induzca a esta norma. Suge-
rencia: muestra con algin ejemplo numérico que la norma || - || no satisface la identidad
de paralelogramo.
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33. Norma-1 no estd inducida por ningin producto interno. La norma || - ||; se
define en C? de la siguiente manera:

2 )
VzeC Iz|lx = |z1] + |22]-
Demuestre que no existe ningtin producto interno en C? que induzca a esta norma.

34. Identidades de polarizacion en el caso real. Sea V' un espacio vectorial real con
producto interno y sea || - || la norma inducida por el producto interno. Demuestre las
siguientes identidades que permiten expresar el producto interno a través de la norma
inducida por él mismo:

(u,v) = 7 (Il +vl* = flu—vl*),

(u,v) = 5 (llu+vll* = flul® = [lv]*).

DO = =

35. Identidad de polarizacion en el caso complejo. Sea V un espacio vectorial
complejo con producto interno y sea || - || la norma inducida por el producto interno.
Demuestre la identidad de polarizacion:

3

1
(u,v) = ZZ i |i* w4 o2

k=0

Distancia inducida por una norma

36. Escriba la definicién general de distancia (métrica).

37. Distancia inducida por una norma. Sean V' un espacio vectorial complejo y sea
| - || una norma en V. Demuestre que la funcién d: V2 — [0, +00) definida mediante la
siguiente férmula es una distancia (métrica):

Va,beV d(a,b) = ||a —b]|.

38. Expresion de la norma por la distancia inducida. Sean V' un espacio vectorial
complejo y sea || - || una norma en V. Denotemos por d a la distancia inducida por || - ||.
Sea v € V. Exprese ||v|| en términos de d.

39. Distancia inducida por un producto interno. Sea V' un espacio vectorial com-
plejo con producto interno (-,-). Entonces el producto interno induce a una norma que
denotamos por || - ||, y esta norma a su vez induce a una distancia que denotamos por d.
Exprese d(a, b) en términos de (-, -).
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Ortogonalidad de vectores

En los problemas de esta seccion se supone que V' es un espacio vectorial complejo con
un producto interno (-, -).

Definicién: vector es ortogonal a un conjunto. Sea v € V y sea X C V. Se dice que
v es ortogonal a X y se escribe v 1 X si para todo x € X se tiene que v L x.

Definicién: conjuntos ortogonales. Sean XY C V. Se dice que X y Y son ortogonales
(o que X es ortogonal a'Y') si

Ve e X VyeY xLly.

40. ;Cual vector es ortogonal a si mismo?. Encuentre todos los vectores u € V' que
tienen la propiedad que u L wu.

41. ;Cual vector es ortogonal a todos los vectores del espacio?. Encuentre todos
los vectores u € V' que tienen la propiedad que v 1L V.

42. Criterio de la ortogonalidad de un vector al subespacio generado por una
lista de vectores. Sea v € V y sean ay,...,a, € V. Demuestre que:

vl lay,. .., an) = Vie{l,...,m} v _Laj.

43. Criterio de la ortogonalidad de un vector al subespacio generado por un
conjunto de vectores. Sea v € V y sea X C V. Demuestre que:

v LX) = vl X.
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Listas ortogonales y ortonormales de vectores

Se supone que V' es un espacio vectorial real o complejo con producto interno.

44. Definicion de vectores ortogonales. Sean ay,...,a, € V. Explique qué significa
la frase: los vectores ay, ..., a, son (mutualmente) ortogonales.

45. Definicion de vectores ortonormales. Sean a4, ..., a,, € V. Explique qué significa
la frase: los vectores aq, ..., a,, son ortonormales.

46. Coeficientes de una combinacion lineal de vectores ortogonales no nulos.
Sean aq,...,a, vectores ortogonales no nulos en V' y sea v una combinacién lineal de

A1y .oy Ayt
m
V= E )\jaj.
Jj=1

Exprese \; a través de ciertos productos internos.

47. Coeficientes de una combinacion lineal de vectores ortonormales. Sean
ai,...,a, vectores ortonormales en V' y sea v una combinacién lineal de ay, ..., am:

m
V= E )\jaj-
=1

Exprese los coeficientes \; a través de ciertos productos internos.

48. Independencia lineal de vectores ortogonales no nulos. Sean aq, . .., a,, vecto-
res ortogonales no nulos en V. Demuestre que aq, ..., a, son linealmente independientes.
49. Teorema de Pitagoras. Sean aq, ..., a,, vectores ortogonales en V. Demuestre que
2 2 2

lar + . A aml]” = llaa]]” + ..+ [Jam]”.
50. Sean ayq,...,a,, vectores mutualmente ortogonales en V' y sean Ay,...,\,, € C. De-
muestre que los vectores A\iaq, ..., \,a,, son mutualmente ortogonales.
51. Férmula de Pitagoras—Parseval. Sean ay, ..., a, vectores mutualmente ortogo-
nales en V y sean Aq,...,\,, € C. Demuestre que

Aar + .o+ Aman | = M laa]? + o+ Al llaml
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Proyeccion ortogonal de un vector
al subespacio generado por vectores ortogonales

52. Teorema de la proyeccion ortogonal de un vector al subespacio generado
por vectores ortogonales no nulos. Sean aq, ..., a, € V vectores ortogonales no nulos
en V y sea v € V. Denotemos por S al subespacio generado por ay, ..., an,:

S=Ll(ay,...,an).
Demuestre que existe un tnico par de vectores (u,w) tal que
v=u+w, u €S, w LS. (4)
53. Plan de demostracién de la unicidad. Se supone que u y w cumplen con ({4)).

1. Demuestre que (a;,v) = (a;,u) para todo j € {1,...,m}.

m

2. u debe ser de la forma u = g Aja; con algunos escalares Aq, ..., Ap,.
=1

3. Demuestre que

u:z<aj’v> aj, w=v-—u. (5)

(aj, a;)

j=1
54. Plan de demostracién de la existencia. Definimos u y w por las férmulas ().
1. Demuestre que (a;j,v) = (a;,u) para todo j € {1,...,m}.
2. Demuestre que w L a; para todo j € {1,...,m}.

3. Demuestre que w L S.

55. En las condiciones del teorema, demuestre que

m
[{aj, v)|*
oll* = [lal® + flwll®,  flull® =) =2

56. En las condiciones del teorema, escriba u en términos de pr, (v).
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57. Desigualdad de Bessel. Sean aq,...,a,, vectores ortonormales y sea v € V. De-

muestre que
m

> g o) < Jlolf*.

=1

58. Criterio de la pertenencia de un vector al subespacio generado por una

lista de vectores ortogonales no nulos. Sean a4, ...,a, € V vectores ortogonales no
nulos en V' y sea v € V. Denotemos por S al subespacio generado por aq, ..., ay,:
S = E(al, - .,am).

Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) veS.
_ - <a]’U> a
)0 =2 ey @

(c) Se cumple la igualdad de Pitdgoras—Parseval:

||U||2 _ i |<ajav>|2

Espacios vectoriales con producto interno, problemas teéricos, pagina 10 de 17



Matriz de Gram de una lista de vectores

Se supone que V' es un espacio vectorial real o complejo con producto interno.

59. Sean aq,...,a, € V. Escriba de definicién de la matriz de Gram de los vectores
A1y vy Qpy.
60. Sean ay, ..., a, € V. Demuestre que la matriz de Gram G(ay, ..., a,,) es autoadjunta:

Glay,...,an)" = G(ay,...,an).

61. Sean ay,...,a,, € V. Escriba las siguientes condiciones en términos de la matriz de

Gram G(ay,...,an).
" Qy,...,0a, son ortogonales <= 7.

= ay,...,0a, son ortonormales <= 7.

62. Calculo de la matriz de Gram de una lista de vectores en términos de sus
coordenadas con respecto a una base ortonormal. Sea B = (by,...,b,) una base
ortonormal de V' y sean aq,...,a, € V. Denotemos por C' a la matriz cuyas columnas
son vectores de coordenadas de los vectores aq, ..., a,, con respecto a la base B:

C = [(al)g, ey ((lm)lg}.

Demuestre que

63. Sean a1, as,a3 € V y sean
U = aq, Uy = a9 + Oaq, Uz = as.

Exprese la matriz de Gram G (uy, ug, u3) como la matriz de Gram G(aq, as, az) multiplicada
por ciertas matrices elementales.
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Ortogonalizacion de Gram—Schmidt

Se supone que V' es un espacio vectorial real o complejo con producto interno.

64. Proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt. Sean a4, ..., a,, € V. Escriba
cémo se definen los vectores by, . . ., b, en el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

65. Ortogonalidad de los vectores construidos en el proceso de ortogonalizacion
de Gram—Schmidt. Sean ay,...,a, € V y sean by,...,b,, los vectores construidos de
ai, ..., a, en el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Demuestre que los vectores
bi, ..., b, son mutualmente ortogonales.

66. Demuestre que si aq, ..., a,, son ortogonales, entonces by = ay,...,b, = an.

67. Ejemplo: polinomios de Legendre. En el espacio de los polinomios P(C) defina-
mos el producto interno por la regla

(f,g) = /_lf(l’)g(x) dz.

Aplique el método de Gram-Schmidt a los siguientes polinomios (mondémios):

eo(z) =1, e1(z) =z, ex(2) = 2, es(z) = 2.

Los polinomios fo(x), fi(z), fo(z), fs(x) obtenidos en este proceso son los primeros poli-
nomios de Legendre (salvo multiplos constantes).

68. Conservacion de los subespacios generados en el proceso de Gram—Schmidt
(caso particular de tres vectores). Sean a,as, az vectores de un espacio vectorial V'
con producto interno y sean by, by, b3 los vectores que se obtienen de ay, as, as al aplicar el
proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt. Demuestre que el subespacio S; generado
por ai, as, as coincide con el subespacio Sy generado por by, by, bs.

69. Teorema: conservacion de los subespacios generados en el proceso de
Gram—Schmidt. Sean a4, ..., a, vectores de un espacio vectorial V' con producto in-
terno y sean by, ..., b,, los vectores que se obtienen de a4, ..., a,, al aplicar el proceso de
ortogonalizacién de Gram—Schmidt. Demuestre que para todo j € {1,...,m}

ﬁ(al, c. ,aj) = é(bl, N ,bj).

70. Corolario (criterio para que se obtenga un vector cero en el proceso de
Gram—Schmidt). Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema. Demuestre
que para todo j € {1,...,m} las siguientes condiciones son equivalentes:

a; Gf(al,...,aj_l) <~ bj =0.

71. Corolario (criterio de independencia lineal de vectores en términos de los
vectores obtenidos en el proceso de Gram—Schmidt). Sean a4, ..., a,, vectores de
un espacio vectorial V' con producto interno y sean by, ..., b,, los vectores que se obtienen
de aq,...,as al aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Demuestre que
los vectores agy,...,a, son linealmente independientes si, y solo si, todos los vectores
bi,...,b,, son no nulos.
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Bases ortogonales y ortonormales

72. Escriba la definicién de base ortogonal.
73. Escriba la definicién de base ortonormal.
74. Escriba la definicién de espacio euclideano.
75. Escriba la definicién de espacio unitario.

76. Extension de una lista ortogonal a una base ortogonal. Sea V un espacio
euclideano o unitario de dimensiéon n y sean wy,...,w, € V vectores ortogonales no
nulos (m < n). Demuestre que existen vectores wy, i1, ..., w, € V tales que wy, ..., w, es
una base ortogonal.

77. Existencia de una base ortonormal en un espacio euclideano o unitario.
Demuestre que en todo espacio euclideano o unitario existe una base ortonormal.

78. Criterio para que una lista ortonormal de vectores sea una base. Sea V' un es-
pacio vectorial euclideano o unitario de dimension n y sea aq, . .., a,, una lista ortonormal
de vectores. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) aq,...,an, es una base de V.
(b) la,...,an)="V.

(c
(d

Para cualquier v € V| siv L {ay,...,a,}, entonces v = 0.

)
) m
)
(e) Para todo v € V, se cumple la igualdad de Parseval:

o] = Z|<aj,v
j=1

79. Base canonica del espacio R™. Definimos los vectores eq,...,e, € R" de la si-
guiente manera:

6]' = |:(5j,k] ::1.

Demuestre que ey, ..., e, es una base ortonormal del espacio R".

80. Base canédnica del espacio C™. Definimos los vectores eq,...,e, € C" de la si-
guiente manera:
n
6]' = |:6j,k] kel

Demuestre que ey, ..., e, es una base ortonormal del espacio C".

81. Base candnica del espacio de matrices. En el espacio M,,,«,(C) consideramos
las “matrices basicas” E,, (1 <p <m, 1 < ¢ < n) definidas de la siguiente manera:

[6 735‘17 ]]k 1°

Demuestre que estas matrices forman una base ortonormal de M., (C).
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Representacion de funcionales lineales
en espacios euclideanos y unitarios

Se supone que V' es un espacio unitario, es decir, un espacio vectorial complejo con pro-
ducto interno. El caso real es similar.

82. Funcional lineal asociado a un vector en un espacio con producto interno.
Sea a € V. Definimos ¢,: V — C mediante la siguiente regla:

pa(v) = (a,v).
Demuestre que ¢, € V*.

83. Teorema de la representacion de funcionales lineales en un espacio unita-
rio (teorema de Riesz—Fréchet para el caso de dimensidn finita). Sea ¢ € V*.
Demuestre que existe un tnico vector a € V' tal que

YoeV Y(v) = (a,v).

84. Ejemplo para el teorema de Riesz—Fréchet. En el espacio P2(R) con producto
interno

(f.g) = / f(2)g(x) da

consideremos al funcional lineal ¢(f) = f(3). Encuentre un polinomio g € Py(R) tal que

Vi ePAR)  o(f) =g, f)

Sugerencia: primero construya una base en Py(R) que sea ortogonal respecto a este pro-
ducto interno.

85. Isomorfismo conjugado entre un espacio unitario y su dual. Sea V' un espacio
unitario. Definimos ®: V' — V* de la siguiente manera:

Va e V YveV (®(a))(v) = (a,v).
Demuestre que ¢ es una funcién biyectiva y lineal conjugada:

Va,be V. VA pueC d(Na + pb) = X ®(a) + 1 O (b).
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Complemento ortogonal
Se supone que V' es un espacio vectorial real o complejo con un producto interno.
86. Sea X C V. Escriba la definicién del complemento ortogonal de X.

87. Propiedad decreciente del complemento ortogonal. Sean X,Y subconjuntos
de V tales que X C Y. Demuestre que

Y+t C Xt
88. Sea X C V. Demuestre que su complemento ortogonal X+ es un subespacio de V.
89. Escriba qué significa la frase: V' es la suma ortogonal de sus subespacios S y Ss.

90. Toda suma ortogonal es una suma directa. Sean S, .S, subespacios de V' tales
que V es la suma ortogonal de S7 y S5. Demuestre que V' es la suma directa de Sy y .Ss.

91. Teorema de la descomposicion de un espacio euclideano o unitario en una
suma ortogonal. Sea V' un espacio euclideano o unitario. Demuestre que:

1. Si S es un subespacio de V, entonces V es la suma ortogonal de S y S*.

2. Si V es la suma ortogonal de algunos subespacios S; y S, entonces Sy = St

92. Dimension del complemento ortogonal. Sea V' un espacio vectorial de dimension
finita con producto interno y sea S un subespacio de V. Demuestre que

dim(S*) = dim(V) — dim(9).

93. Complemento ortogonal del complemento ortogonal de un subespacio. Sea
V un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y sea S un subespacio de
V. Demuestre que (S+)+ = S.

94. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea X un subconjunto finito de V.
Denotemos por W al subespacio generado por X. Demuestre que

X+t =wt

95. Complemento ortogonal del complemento ortogonal de un conjunto. Sea
V' un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y sea X un subconjunto
finito de V. Calcule (X*)+.
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96. Complemento ortogonal de la suma de dos subespacios. Sean 57, .S, subespa-
cios de un espacio vectorial V' con producto interno. Demuestre que

(S1+ So)* = Sin St

Observacién: es suficiente pedir que 57, Ss sean subconjuntos de V' tales que Oy € S y
OV S Sg.

97. Complemento ortogonal de la interseccién de dos subespacios. Sea V un
espacio vectorial con producto interno de dimension finita y sean S7,Ss subespacios V.
Demuestre que

(S1 N Sy)t =S¢+ S5
Sugerencia: usar los resultados de los problemas [96] y [93]

98. Ejemplo: complemento ortogonal al subespacio de las matrices que tienen
traza nula. En el espacio M5 (R) con el producto interno

(A, B) = tr(A"B)
consideremos el subespacio S que consiste en todas las matrices que tienen traza nula:
S ={Ae My[R): tr(A) =0}

Encuentre una base ortogonal de S y una base ortogonal de S*. Hay que escribir todas
las justificaciones necesarias.

99. Ejemplo: complemento ortogonal al subespacio de las matrices diagonales.
En el espacio Ms(R) con el producto interno

(A, B) = tr(A"B)

consideremos el subespacio S de las matrices diagonales. Encuentre una base ortogonal
de S y una base ortogonal de S*. Hay que escribir todas las justificaciones necesarias.
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Transformaciones lineales isométricas
entre espacios con productos internos

100. Escriba la definicién de funcién isométrica entre dos espacios métricos.

101. Toda isometria es inyectiva. Sean X,Y espacios métricos y sea f: X — Y una
funcion isométrica. Demuestre que f es inyectiva.

102. Criterio para que una transformacién lineal sea isométrica. Sean V, W
espacios vectoriales (ambos reales o ambos complejos) con producto interno y sea T': V' —
W una transformacion lineal. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T preserva producto interno:

Va,beV (Ta, Th)yw = (a,b)y.

(b) T preserva norma:
YaeV  |Talw = [lallv.

(c) T preserva distancia (es decir, es isometria):

Va,beV dw(Ta,Tb) = dy(a,b).

(d) T convierte listas ortonormales en listas ortonormales: si ay,...,a, € V son orto-
normales, entonces T'aq, ..., Ta, son ortonormales.

103. Corolario: si una transformacién lineal es isométrica, entonces preserva
angulo. Sean V, W espacios vectoriales reales con producto interno y sea T': V' — W una
transformacion lineal isométrica. Demuestre que para todos a,b € V' \ {0}, el dngulo entre
a y b es igual con el angulo entre T'a y Tb.

104. Ejemplo. Consideramos la transformacién lineal 7': R? — R? definida de la siguien-

te manera:
Vz € R? T(x) = bz.

Determine si T' preserva norma; determine si 7' preserva angulo.
105. Todo espacio euclideano de dimension n es isometricamente isomorfo a

R™. Sea V' un espacio euclideano de dimensiéon n. Construya un isomorfismo isométrico
T:R" = V.

106. Todo espacio unitario de dimension n es isometricamente isomorfo a

C™. Sea V un espacio unitario de dimension n. Construya un isomorfismo isométrico
T:Cr—>V.
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