Forma canonica de Jordan

Problemas tedricos

Proyecciones

(Este tema es auxiliar para la forma candnica de Jordan.)

1. Sean Py,..., P, € L(V),
Y Pj=1, PP=0 Vije{l,...m}, j#k

Demuestre que Pj2 = P; para todo j € {1,...,m} y que el espacio V es suma directa de
im(Py),...,im(P,):
V=im(P)+ ... +im(P,).

Teorema de la descomposicion primaria

2. Enuncie el teorema de la descomposicién primaria.
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Operadores lineales nilpotentes

Resuelve los ejercicios de esta secciéon sin usar la forma canénica de Jordan.

3. Escriba la definicién de operador lineal nilpotente.

4. Escriba la definicién del indice de nilpotencia de un operador lineal nilpotente.

5. Criterios de operador nilpotente en un espacio de dimension finita, en
términos de su polinomio minimo. Sean F un campo (puede ser un campo alge-
braicamente no cerrado), V' un espacio vectorial sobre F de dimensién finita n, T' € L(V)
y p € {1,2,...}. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es nilpotente con indice de nilpotencia p.
(b) pirz) = 2.

6. Criterio de operador nilpotente en un espacio de dimension finita, en térmi-
nos de su polinomio caracteristico. Sean F un campo (puede ser un campo algebrai-
camente no cerrado), V' un espacio vectorial sobre ' de dimensién finita n, T' € L(V).
Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es nilpotente.

(b) Cr(z) = ™.

7. Sean F un campo (puede ser un campo algebraicamente no cerrado), V' un espacio
vectorial sobre F de dimensién finita n y 7" € £(V') un operador nilpotente. Demuestre
que T" = 0, ,, asi que el indice de nilpotencia de 7" es menor o igual a su orden n.

8. Sea A € M(F) una matriz nilpotente con indice nilpotencia igual a 7, esto es, A° # 0
y A" = 0. Demuestre que no existe matriz B € M7(F) tal que B% = A,

9. Criterio de operador lineal nilpotente en un espacio vectorial complejo
de dimension finita. Sean V un espacio vectorial complejo de dimensién finita n y
T € L(V). Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es nilpotente;
(b) sp(T) = {0}.

10. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F, dim(V) =n < 400, yseaT: V — V
una transformacion lineal de rango uno, es decir, dim(im(7")) = 1. Demuestre que se tiene
uno y solo uno de los siguientes dos casos:

1) T es diagonalizable 0 2) T es nilpotente.
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11. Sean A, B € M,,(F) matrices nilpotentes tales que AB = BA. Demuestre que A+ B
es nilpotente.

12. Dé un ejemplo de dos matrices A, B € M5(R) tales que A y B son nilpotentes pero
A+ B no es nilpotente.

13. Sea A € M,,(F) una matriz nilpotente, A? = 0. Demuestre que I — A es invertible y
construya su inversa. Sugerencia: recuerde la férmula para (1—2)(14+z+2%+2%+. .. +2™).

14. Toda matriz cuadrada estrictamente triangular superior es nilpotente. Sea
A € M, (F) una matriz estrictamente triangular superior, es decir,

Vi,je{l,...,n} ((iZj) — (Am:O))-
Demuestre que A es nilpotente.

15. Toda matriz cuadrada estrictamente triangular inferior es nilpotente. Sea
A € M,,(F) una matriz estrictamente triangular inferior, es decir,

vije{l..np (<)) = (4;=0)).

Demuestre que A es nilpotente.
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Bloques de Jordan

16. Escriba la definicién formal del bloque de Jordan J,,(A) usando el simbolo de Kro-
necker.

17. Calcule los valores y vectores propios del bloque de Jordan Jy(\). Demuestre que la
matriz J5(\) no es diagonalizable.

18. Calcule (J4(0))* para k =0,1,2,3, 4.

19. Escriba las matrices (J,,(0))* para m = 2,3,4, k = 2,3,4.

20. Calcule el rango de la matriz (J,,(0))*.

21. Sea A € C\ {0}. Demuestre que la matriz (J,,(\))* es invertible. Calcule su rango.
22. Calcule (J3(X\))* para k =0,1,2,3,4,5.

23. Teorema: Polinomio de un bloque de Jordan. Enuncie y demuestre la férmula
general para f(J,,(A\)), donde f € P(C).

24. Calcule (J4(N))S.
25. Exponencial de un bloque de Jordan de orden 2. Calcule exp(t.Jo(N)).

26. Exponencial de un bloque de Jordan de orden 3. Calcule exp(tJ5(\)).
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Matrices de Jordan

27. Sea A = diag(J3(—7), Jo(=7), J2(=T7), J5(1), J3(i), J1(i)). Escriba el polinomio carac-

teristico y el polinomio minimo de A.

28. Polinomio minimo de una matriz de Jordan. Sea A una matriz de Jordan
compleja. Enuncie la formula para su polinomio minimo.

29. Escriba todas las matrices de Jordan (matrices diagonales por bloques cuyos bloques
son de Jordan) que cumplen con las siguientes propiedades:

1) tienen polinomio caracteristico (A+5)*(A —2)® y polinomio minimo (A+5)%(\ —2)3;

2) las entradas diagonales no decrecen y entre bloques de Jordan con la mista entrada
diagonal primero van los bloques de mayor orden.

30. Escriba todas las matrices de Jordan (matrices diagonales por bloques cuyos bloques
son de Jordan) que cumplen con las siguientes propiedades:

1) tienen polinomio caracteristico (A—1)%(A—5)* y polinomio minimo (A —1)%(A—5)%

2) las entradas diagonales no decrecen y entre bloques de Jordan con la misma entrada
diagonal primero van los bloques de mayor orden.

31. Escriba todas las matrices de Jordan (matrices diagonales por bloques cuyos bloques
son de Jordan) que cumplen con las siguientes propiedades:

1) tienen polinomio caracteristico (A —1)3(A+4)° y polinomio minimo (A —1)(\ +4)3;

2) las entradas diagonales no decrecen y entre bloques de Jordan con la misma entrada
diagonal primero van los bloques de mayor orden.
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Unicidad de la forma canonica de Jordan

32. Sea A una matriz de Jordan que tiene ny bloques J;(0), ny bloques J5(0), ng bloques
J3(0) y algunos bloques con entradas diagonales distintas de 0 que en total ocupan m
renglones. Calcule el rango de la matriz A*.

33. Sea A una matriz de Jordan de orden n que tiene n; bloques Ji(Ag), n2 bloques Ja(Ao),
ns bloques J3(\g) y algunos bloques con entradas diagonales distintas de Ay que en total
ocupan m renglones. Calcule el rango de la matriz (A — A\oI,,)".

34. Sea A una matriz de Jordan de orden n. Para todo s € {1,2,3,...} denotemos por
ns al nimero de los bloques de Jordan J,(0) en la matriz A. Ademés denotemos por m al
nimero de los renglones que tienen entradas diagonales distintas de 0. Calcule el rango
de la matriz A*.

35. Teorema: unicidad de la forma candénica de Jordan de operador lineal y
formula para calcular los niimeros de los bloques de Jordan de cada tamano.
Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita y sea T' € L(V'). Sea B una base
de V. Para todo A € sp(T') y todo s € {1,2,...} denotemos por ns(A) al nimero de los
bloques de Jordan J,(\) en la matriz Ti. Exprese n,()\) a través de los rangos de (T'— M1 )*
para ciertos k. Haga la conclusion acerca de la unicidad de la forma canénica de Jordan.

36. Sea T € L(V) tal que im(7%) = im(7%). Demuestre que im(7") = im (7).

37.Sean T € L(V) y k € {0,1,2,...} tales que im(T*™) = im(T"). Demuestre que
im(T*+2) = im(T**1).

38. Sean T' € L(V) y k € {0,1,2,...} tales que im(7T*™) = im(7T*). Demuestre que
im(77) = im(T*) para todo j entero tal que j > k.
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