Permutaciones

Objetivos. Conocer la definiciéon de permutacion y ver algunos ejemplos.

Requisitos. Funciones inyectivas, suprayectivas y biyecticas.

1. Definicién (permutacién). Una funcién ¢: {1,...,n} — {1,...,n} se llama permu-
tacion del conjunto {1,...,n} si es biyectiva. El conjunto de todas las permutaciones del
conjunto {1,...,n} se denota por S,,.

2. Ejemplo. La aplicacién ¢: {1,...,6} — {1,...,6}, definida por:

(1) =5, ©(2) =4 »B)=3, ¢4)=2 ¢(5)=06 ¢6)=1,

es una permutaciéon del conjunto {1,...,6}. Esta permutacién se escribe como
1 2 3 45 6 19345 6
=4 4+ 4+ 1+ 44 o v=l5 43961/
5 4 3 2 6 1

3. Criterio de que una funcién {1,...,n} — {1,...,n} es una permutacién
(sin demostracién). Sea ¢: {1,...,n} — {1,...,n}. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) ¢ es biyectiva (en otras palabras, es una permutacién);
(b) ¢ es inyectiva;
(c) ¢ es suprayectiva.

Idea de demostracion. (b)=(c). Se puede demostrar por induccién (sobre k) que si una
funcion f: X — Y es inyectiva, A es un subconjunto de X y A consta de k elementos,
entonces la imagen f(A) también consta de k elementos.

(¢)=(b). Se puede demostrar por induccién (sobre k) que si una funcién f: X — Y
no es inyectiva, A es un subconjunto de X y A consta de k elementos, entonces la imagen
f(A) tiene menos de k elementos. O

4. Ejemplo: permutaciones del conjunto {1, 2}. Hay dos permutaciones del conjunto
{1,2}. Estas dos permutaciones forman el conjunto Ss:

(1))
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5. Ejemplo: permutaciones del conjunto {1,2,3}. Aqui estdn todos los elementos

del conjunto Ss:
1 2 3 1 3 1 2 3
1 2 3 ) 1 2 )7 21 3)°
1 2 3 1 3 1 2 3
2 3 1)° 3 2 )7 3 21 )°

El orden en el cual estan escritos aqui los elementos de S3 se llama el orden lexicogrdfico.
Las palabras en un diccionario también se escriben en el orden lexicografico.

— N W DN

6. Ejercicio. Escriba en el orden lexicografico todos los elementos del conjunto Sy.

7. Proposicién (sin demostracién). Sea n € {1,2,...}. Entonces |S,| = n!.
Demostracion informal. Imagine como se construye una una permutacion ¢ € S,,:
» El valor de (1) puede ser cualquier elemento de {1,...,n}.

» Al elegir ¢(1) ya no podemos usar el mismo valor para ¢(2) porque estamos cons-
truyendo una funcién inyectiva. Por lo tanto, para cualquier (1) fijo tenemos n — 1
opciones para (2).

» Al elegir p(1) y ¢(2), tenemos n — 2 opciones para ¢(3), etc.

El niimero total de opciones es

n-n—1)-(n—2)---2-1=nl O

8. Ejemplos. Todos los siguientes ejemplos son permutaciones del conjunto {1,...,5},
esto es, elementos de Ss.

s Permutacion identidad: ids = ( } ; 2 i g)

3
= Ciclo de los elementos 2,4,5:  ¢5(3,5,2) = / \ = (
5 — 2

)

AN

1
1

ot w
[N
N———

W N

3 4
3 2

ot Ot

» Transposicion de 3y 5: T4 = c5(2,4) = < 1 i
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9. Definicién (permutacién identidad). La permutacién identidad id,,: {1,...,n} —
{1,...,n} se define por la siguiente regla:

Vie{l,...,n} id, () = j.

Por lo comtn el subindice n se omite. Otras notaciones: e,, €.

10. Definicién (ciclo de los elementos a, ..., a,). Sean a4, ..., a, algunos elementos
diferentes del conjunto {1,...,n}. Entonces el ciclo de los elementos ay, ..., a, se define
de la siguiente manera:

Vpe{l,...,r—1} o(ay) = api1;
plar) = as;
Vi é¢{ay,...,a.} 0(7) = 7.
Vamos a denotar esta permutacién por c,(ai,as, ..., a,). También se usa una notacién

mas breve: (ay as ... a,).

11. Definicién (transposicién). Un ciclo de dos elementos se llama transposicion. No-
tacion: si p,q € {1,...,n}, p # ¢, entonces en vez de c,(p, ¢) escribimos simplemente 7, .
Definicién formal:
q, sij=p;
Tpa(J) =P, sij=g
J, sije{l,....,n}\{p, q}.

12. Definicién (transposicién simple). Cualquier transposicién de la forma ¢, (p, p+1),
donde p € {1,...,n — 1}, se llama transposicion simple.
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