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Objetivos

1. Escribir en la forma explicita la matriz de permutacién
asociada a la permutacién dada:

Ps213 =

= O O O
o O~ O
O O O
O = OO

2. Dada una matriz de permutacién en la forma explicita,
escribir la permutacién correspondiente:

= P312.4.

o = OO
OO o
o O+~ O
= O O O
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i Qué aprenderemos?
3. Multiplicar las matrices de permutacién por vectores:
Pyx.
4. Multiplicar las matrices de permutacién por vectores basicos:

Pe,.

5. Multiplicar las matrices de permutacién por matrices generales:

P,A, AP,.
6. Multiplicar las matrices de permutacién entre si:

PPy = P,y.
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Prerrequisitos

@ Permutaciones, multiplicacién de permutaciones.

@ Notacién para vectores y matrices, multiplicacién de matrices.

@ Delta de Kronecker, sumas con la delta de Kronecker.
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Ejemplo de una permutacion del conjunto {1,2,3,4}

v:{1,2,3,4} — {1,2,3,4},

Vamos a usar la siguiente notacién méas concisa:
1 2 3 4
2 3 4
o=111 1 1| = (3 5 4 1) = (3,2,4,1).
32 41

En este tema no vamos a usar la notacién ciclica.
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Definicion de permutaciones

Una permutacién del conjunto {1,...,n}
es una funcién biyectiva {1,...,n} — {1,...,n}.
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Definicion de permutaciones

Una permutacién del conjunto {1,...,n}
es una funcién biyectiva {1,...,n} — {1,...,n}.

Biyectiva significa inyectiva y suprayectiva.

Por ejemplo, la funcién ¢: {1,2,3,4} — {1,2,3,4} definida por

1 2 3 4
e=[1 111
3 2 41

es inyectiva porque 3,2,4,1 son diferentes a pares ,

y es suprayectiva porque 3,2,4,1 son todos los elementos de {1,2,3,4}.
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El conjunto de las permutaciones del conjunto {1,...,n}

Se denota por S, el conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,...,n}.
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El conjunto de las permutaciones del conjunto {1,...,n}

Se denota por S, el conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,...,n}.

Por ejemplo, el conjunto S3 consiste de 6 permutaciones:
3 1 2 3
3 13 2 )
1 3 1 2 3
2 1) 31 2)°

— =
NN

w N

VR
w =
NN
= W
~__—
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Multiplicacién de permutaciones

Definicién (el producto de dos permutaciones)

Sean p,9 € S,,. El producto 1) se define como la composiciéon ¢ o 1.

En otras palabras, la funcién ¢ {1,...,n} — {1,...,n}
se define mediante la regla:

(p)U) = w(0(0)) G ed{l,...,n}).
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Multiplicacién de permutaciones

Definicién (el producto de dos permutaciones)

Sean p,9 € S,,. El producto 1) se define como la composiciéon ¢ o 1.
En otras palabras, la funcién ¢ {1,...,n} — {1,...,n}
se define mediante la regla:

(p)U) = e(()) (G efl,...,n}).
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La inversa de una permutacion, repaso

Por definicién, cada permutacion ¢ es una funcién invertible.

La permutacién inversa ¢! es la funcién inversa de o.
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Importancia de notacién

En el siglo XVI fue inventado el simbolismo algebraico:

El cuadrado de la suma de dos términos
es igual al cuadrado del primer término
mas el doble producto de ambos términos
mas el cuadrado del segundo término.

(a + b)? = a® + 2ab + b2
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Notacién para construir vectores

la tupla de longitud n
cuya k-ésima componente es igual a kL+1

para cada indice k desde 1 hasta n
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Notacién para construir vectores

la tupla de longitud n
cuya k-ésima componente es igual a kL+1

para cada indice k desde 1 hasta n

7,
k+ 1 k=1
Por ejemplo,
. 1 1/2
— =1 2/3
[ k+1 ]k:l /
3/4
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Notacién para las componentes de vectores en C3

Dado un vector v € C3, denotamos sus componentes por vi, va, v3:

Esta notacién es muy general.

Si el vector se llama ©, entonces sus componentes son ©1, ©,, O3:
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Notacion para vectores en C”

Dado un vector v € C", denotemos por v; su j-ésima componente.

Dos vectores u y v se llaman iguales si son de la misma longitud
(digamos n) y para cada indice j sus j-ésimas componentes son iguales:

Vjie{l,...,n} uj = vj.
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Notacién para matrices

Denotemos por M, n(C) al conjunto de todas las matrices de tamafio m x n con
componentes complejas.

Si A es una matriz, entonces denotemos su entrada (j, k) por A; x.

Por ejemplo, si & € Moy3, entonces

[Ql,l Ty o ¢1,3]
Lyy Ty a3 |

A veces, es necesario definir una matriz mediante una férmula para sus componentes:

23 11 14 19
k=1 " :

X 272, i
[10j + ] 21 24 29
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Notacion para los renglones de una matriz

Dada una matriz A, denotemos por A; . a su renglén j.
Por ejemplo, si A € M3x», entonces

A1 A2
A= | A1 Ao y Arw = | A1 Ao
As1 Az
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Dada una matriz A, denotemos por A; . a su renglén j.
Por ejemplo, si A € M3x», entonces

A1 A2
A= | A1 Ao y Arw = | A
As1 Az

Dada una matriz B, escriba Bs 4:

6 -1 3
B=|4 2 -3|, B, =
7 0 2

Az2
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Notacion para los renglones de una matriz

Dada una matriz A, denotemos por A; . a su renglén j.
Por ejemplo, si A € M3x», entonces

A1 A2
A= | A1 Ao y Arw = | A1 Ao
As1 Az

Dada una matriz B, escriba Bs 4:

6 -1 3
B=|4 2 -3/, 33,*2[702].
7 0 2
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Repaso: el producto de una matriz por un vector

Sean A € My,xn(C), b € C". Entonces Ab se define como

Ab = [ZAMbk] .
k=1 =

j=1

En otras palabras, Ab € C™,
y las componentes de Ab se calculan por la siguiente férmula:

(Ab)j = zn: Aj,kbk (j S {1, ey m})

k=1
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Repaso: el producto de dos matrices

Sean A € Mpmyxn(C), B € Mpxp(C). Entonces, AB se define como
m,p

n
AB = [Z A,-,kBkL,-]
k=1

ij=1

En otras palabras, AB € M yx,(C),
y las entradas de AB se calculan mediante la siguiente regla:

n
(AB);J = Z Ai,kBk,j (i € {1, .. .,m}, _j € {1,. . .,p}).
k=1
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Delta de Kronecker

La funcién 0: Z x Z — {0,1} esta definida mediante la regla:

_ L, sip=gq;
Op,q = .
0, sip#q.

Por ejemplo,
935 =0, o777 =1, d-16 =0, d2-2=1

)

23 / 47



Delta de Kronecker

La funcién 0: Z x Z — {0,1} esta definida mediante la regla:

|1, sip=g;
5p7q = .
0, sip#gq.

Por ejemplo,
935 =0, o77 =1, 0-16 =0, 0o _o=1

Evalue la delta de Kronecker en los pares dados
(escriba las respuestas en papel antes de continuar):

daa= "7, do3= "7, d-6-6= 7, 0 54="7
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Delta de Kronecker

La funcién 0: Z x Z — {0,1} esta definida mediante la regla:

_ L, sip=gq;
Op,q = .
0, sip#q.

Por ejemplo,
935 =0, d77 =1, d-16 =0, 02 2=1

Evalue la delta de Kronecker en los pares dados
(escriba las respuestas en papel antes de continuar):

044 =1, 023 =0, d6-6=1, d_54=0.
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Férmula para las sumas con la delta de Kronecker

Proposicién

Si a1,...,a, son algunos ndmeros y p € {1,..., n}, entonces

n
> 0ipai = ap.
j=1

Demostracion:

P
Y Gipai= > ipa+ >, Gpa=1-3,+0=a,
j=1 je{p}\”” J'E{l,m,n}\{p}\”/

1 0
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Ejemplo de una matriz de permutacién

A cada permutacién ¢ del conjunto {1,...,n}, le vamos a asociar mediante cierta regla una
matriz n x n. Por ejemplo,
0 001
1 2 3 4 1 000
S":<2431> = Pe=lo001 0
01 00O

Lo escribiremos de manera mas breve:

Pr431 =

O O = O
= O O O
o = OO
O O O
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Ejemplos de matrices de permutacién

01000 _
000 O01 010

Ps1350=10 0 1 0 0|, Piz3=1|1 0 0],
1 00 0O i 0 1

(00010

[0 1 00 [0 0 1 0

0 0 01 1 00O

P3142= 1000l Pr314 = 010 0

i 0010 i 0 0 01
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Hacia la férmula para la matriz de permutacién

Queremos escribir una férmula general para los elementos de P,. Empecemos con un ejemplo:

1 2 3 010
v=13 1 9] P,=10 01
100
En la primera columna de P,, solamente un elemento es 1, y los demas son cero.

1, sij=3,

(Pp)ja = {0 S§i43 7,3 = 0j.p(1)-

Verifique que
(Peliz =011 = 0jp2),  (Po)iz = 9j2 = dj4(3):

Escriba una féormula general para (P,); «.
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Matrices de permutacién

Definicién formal

Definicién
Sea ¢ € S,,. Entonces

P, = [5j,so(k)]jn,k=1'

En otras palabras, P, € M;xn(C), y

(Po)ik =0y Unk€{1,...,n}).
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Ejercicios

Para cada una de las siguientes matrices de permutacién,
encuentre la permutacién correspondiente:

001 0O 100 0

1 00 0O 000 1

0 000 1]|=P32727 =Pr2272.
0100

01 0 0O 001 0

0 0010
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El producto de una matriz de permutacién por un vector
Ejemplo

SeaveC*yseap= ( 1234 > Calcule el producto P,v:

31 4 2
010071[w
oo o0 1 vl _
Psia2v=11 9 o o vi |
0010/||w

Escriba por separado las componentes del vector P,v:
(Pov)i=ve, (Pov)a=v2, (Pyv)s=ve, (Pyv)s=vr.

Encuentre una férmula general. Sugerencia: (P,v);j = v, (7).
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El producto de una matriz de permutacién por un vector

Férmula general

Proposicién
Sean p € S, v € C". Entonces,
n
Pgov = [V‘P_l(.j)]jzl'

En otras palabras, P,v € C"y

('Dch)j = Vu-1()) (_]G {1,...,[‘1}).

Demostracion.

n n

=k ke 1()
(Pov)i = > (Po)jkvic = D 6 (k) vk el = ke U)
k=1 k=1

V<P_1(J')'
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El producto de una matriz de permutacién
por un vector de la base canédnica

P314063 = = e.

o~ oo
oo o
— o oo
oo+~ o
o~ oo
— o oo
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El producto de una matriz de permutacién
por un vector de la base canédnica

P314263 =

o~ oo
oo o
— o oo
oo+~ o
o~ oo
— o oo

Demuestre la férmula general:

Poeq = ey(q)-
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El producto de una matriz de permutacién
por un vector de la base canédnica

P314063 = = ey.

o~ oo
oo o
— o oo
oo+~ o
o~ oo
— o oo

Demuestre la férmula general:

Poeq = ey(q)-

n
Recordamos que eq = [0k, _;-
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El producto de una matriz de permutacién por una matriz

Ejemplo

Sea p = ( ; § 2 111 g > y sea A una matriz general de clase M542(C). Entonces,

P,A =

O O O+~ O
= O O O O
o= O OO
O O O O+

Encuentre una férmula para (P,A); «.

O O~ OO
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El producto de una matriz de permutacién por una matriz
Férmula general

Proposicién

Sea ¢ € S, y sea A € M. Entonces

m,n

PoA = [Aw*I(P)7q]p,q:1'

En otras palabras, P,A € Mpmxn, ¥

(PoA)p.g = Ap-1(p).q (pe{l,...,m}, ge{1,...,n}).

Demostracion.

m m —o(k PR
(PpA)p,q = Z(Pso)p,kAk,q = Z 5p,ga(k)Ak7q ey < 2 U]

k=1 k=1

A

v~ 1(p).q-
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El producto de una matriz de permutacién por una matriz

Ejercicios

Calcule los siguientes productos en papel antes de continuar:

-7 2 4]
Pr413 ; (1) _g =
-2 3 1|
-5 7 1 2]
ran| 7450
37 -1 -2 |
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El producto de una matriz de permutacién por una matriz

Ejercicios

Calcule los siguientes productos en papel antes de continuar:

-7 2 4 21 5
p 10 3| | -72 4
24130 2 1 5|7 23 1|’

23 1] | 10 -3
-5 7 1 21 [ 3 4 6 —4
b 34 6 —4| 37 -1 -2
42310 7 20 1 o 72 -1 0
37 -1 2| |57 1 2
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El producto de una matriz de permutacién por una matriz

Ejercicios

Encuentre una permutacién ¢ € Sg tal que

2 7 —2 =2
0 -3 -7 9
P,| =2 -5 5 -2
6 3 0 5
9 2 3 —4

Escriba la respuesta en papel antes de continuar.
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El producto de una matriz de permutacién por una matriz

Ejercicios

Encuentre una permutacién ¢ € Sg tal que

2 7 -2 =2

0 -3 -7 9
P,| =2 -5 5 -2
6 3 0 5
9 2 3 —4

Escriba la respuesta en papel antes de continuar.

(12345
Y=\l 35 24 1|
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El producto de una matriz por una matriz de permutacién
Ejemplo

Multipliquemos A € M3y4(C) por Py, donde ¢ = < ;, i z31 g >:

- 2101 00

Al Az Az Ais 00 0 1

B:=AP3142= | A1 Ao Ax3z Aos 100 0
A3l Aszp As3z Asy 0010

B se obtiene de A al cambiar el orden de columnas; por ejemplo,

Bi1 = Az = As 1)
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El producto de una matriz por una matriz de permutacién

Férmula general

Proposicién
Sea A € Mpun(C) y sea ¢ € S,,. Entonces
AP, = [Ajm(k)]ﬁn:l’

esto es, AP, € Myxn(C) y

(APy)jk = Aj (k) Ge{L,....m}, ke{l,...,n}).

Ejercicio: demostar la proposicién.
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El producto de una matriz por una matriz de permutacién

Ejercicios

Escriba los siguientes productos en papel antes de continuar.

6 4 1 2 —3]
3 7 2 3 -2 |P3s1an=
6 4 -8 7 -8

[ 9 -6 7 3 —4]

=3 1 9 1 -2, B
7 4 -6 -3 0 5,2,4,1,3 —

1 8 -1 —4 2|
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El producto de una matriz por una matriz de permutacién

Ejercicios

Escriba los siguientes productos en papel antes de continuar.

D W

|
R ~N WO

PN

[ N i ®))

w

P35142 =

Ikt ]

Ps2413 =

1
2
-8

—4
-2
0

2

-3
-2
-8

—6
1

—6

w

w

-3
7
1

9
—6
-1
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El producto de una matriz por una matriz de permutacién

Ejercicios

Encuentre una permutacién ¢ € S5 tal que

2 -7 3 =2 1 3 1 -7 =2 2
0 6 2 7 -8 p _ 2 -8 6 7 0
-5 4 -6 0 -3 ¥ 1 -6 -3 4 0 -5
-2 7 -8 -1 8 -8 8 7 -1 =2

Escriba la respuesta en papel antes de continuar.
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El producto de una matriz por una matriz de permutacién

Ejercicios

Encuentre una permutacién ¢ € S5 tal que

2 -7 3 =2 1 3 1 -7 =2 2
0 6 2 7 -8 p _ 2 -8 6 7 0
-5 4 -6 0 -3 ¥ 1 -6 -3 4 0 -5
-2 7 -8 -1 8 -8 8 7 -1 =2

Escriba la respuesta en papel antes de continuar.

(12345
=\l 3 5241
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El producto de dos matrices de permutacion

Ejemplo

o

< o

™M AN

AN <

1 2 3 45

]

o O o - 0o
o o oo
— O O O O
O - O O O
o o O o
e —

I
1
— O O O O
O O +H O O
O - O O O
o O O -+ O
oo oo
—
1
o O +H O O
o - O O O
[elelolollS
— O O O O
o O o - O
S —

I

Q

Dlw.

Por otro lado,

1 2 3 45
3514 2

123 45
, o Y

3215 4

Y =

Adivine la férmula general para P, P,.
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Producto de dos matrices de permutacién

Férmula general

Teorema

Si p,7 € S, entonces
Pl = 1Py
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Producto de dos matrices de permutacién

Férmula general

Teorema
Si p,7 € S, entonces

PPy = P,y.

Vamos a demostrar la férmula.
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Producto de dos matrices de permutacién
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PoPy = P,y

Vamos a demostrar la férmula.

Obviamente, las matrices P,Pyy Psow son del mismo tamafio n X n.
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Producto de dos matrices de permutacién

Férmula general

Teorema
Si p,7 € S, entonces
PoPy = P,y

Vamos a demostrar la férmula.

Obviamente, las matrices P, P, y P,y son del mismo tamafio n x n.

Nos falta verificar que para cada par de indices p y q,
las matrices P,Py, y P,y tienen la misma componente (p, q):

(Pwpw)p,q = (Pcpw)mq-
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Demostracion

(Pwa)p,q
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Demostracion

(Pwa)p,q =

46 / 47



Demostracion

46 / 47



Demostracion

46 / 47



Demostracion

n

(PoPy)og = Y (Po)pk(Po)ia = D Op.o(k)Ok.u(a)
k=1 k=1
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Demostracion

n

(PoPy)og = Y (Po)pk(Po)ia = D Op.o(k)Ok.u(a)

k=1 k=1
= Z Op.o(k) Okp(q) Z Op,p(K) Ok,1(q)
ke{y(q)} R1’_’ ke{1,...,n}\{4(q)} T
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Demostracion

n

(PoPy)og = Y (Po)pk(Po)ia = D Op.o(k)Ok.u(a)

k=1 k=1
= Z Op.o(k) Okp(q) Z Op,p(K) Ok,1(q)
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= 5p,so(w(q))

46 / 47



Demostracion
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El producto de dos matrices de permutacion

Ejercicios

Calcule los siguientes productos.
Se recomienda usar la férmula que acabamos de demostrar.
Puede hacer comprobaciones escribiendo las matrices en la forma explicita.

P15423P31425 =
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Calcule los siguientes productos.
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