Descomposicion de una permutacién
en transposiciones simples

Objetivos. Demostrar que toda permutacién su puede descomponer en transposiciones
simples. Definir el niimero de inversiones de una permutacién y estudiar la relacion de
este nimero con la descomposicién en transposiciones simples.

Requisitos. Producto (composicién) de permutaciones.

1. Definicién (inversién en una permutacién). Sea ¢ € S,. Una inversidn en ¢ es
un par de indices (4,7) tal que 1 <i < j<ny (i) > ¢(j).

2. Ejemplo. Las inversiones en la permutacion ( ; g 2 ;L i ) son:

(1,4), (2,4), (3,4), (3,5).
3. Ejercicio. Escriba todas las inversiones que tienen las siguientes permutaciones:
1 23 45 1 2 3 4 123456
3 25 14) 4 3 2 1) 153426 )
4. Notacién (ntdmero de inversiones en una permutacién). Dada ¢ € S,,, denote-
mos por inv(p) el nimero de las inversiones en . Es decir,

() = Y10 > 12 94) < 9}

5. Ejemplo. Sea ¢ = ( 411 g ) Entonces

1 2 3 5
4 3 6 5
inv(p) =3+2+3+0+1=09.

6. Ejercicio. Calcule inv(p), donde
1 2 ... n—1 n
‘p:(n n—1 .. 2 1>'
7. Proposicién (nimero de inversiones en una transposicién).
1. Sean p,q € {1,...,n} tales que p < ¢. Entonces inv(7,,) = 2d — 1, donde d = ¢ — p.
2. En particular, inv(7; ;,41) = 1.

3. Por consecuencia, en toda transposicién el nimero de inversiones es impar.
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8. Proposicién (cambio del niimero de inversiones al multiplicar por una trans-
posicién simple). Sea ¢ € S, y sea k € {1,...,n— 1}. Entonces

inv(pTgps1) = {inv(gp) =1, sigk) > @k+1);
. inv(p) +1, sip(k) <e(k+1).

9. Corolario. Sea ¢ € S,, y sea k € {1,...,n — 1}. Entonces
inv (e pe1) < inv(e) + 1.

10. Lema (en toda permutacién distinta de la identidad existe una inversién
de vecinos). Sea ¢ € S, ¢ # e. Entonces existe un indice ¢ € {1,...,n — 1} tal que

(i) > e(i+1).

Demostracion. Razonamiento por contradiccién. Suponemos que (i) < (i + 1) para
todo i € {1,...,n — 1}. Como ¢ es inyectiva, debe ser ¢(i) < ¢(i + 1) para todo i €
{1,...,n — 1}. Esto implica que si

Vi,je{l,....np (i<j) = (p@) <e().

En particular, ¢(1) < ¢(j) para todo j € {2,...,n}. Por lo tanto, p(1) = 1.

Ahora tenemos que ¢(2) < ¢(j) para todo j € {3,...,n}. De alli ¢(2) € {1,2}, pero
el valor 1 ya estd ocupado, y ¢ es inyectiva. Asi que p(2) = 2.

Continuando de la misma manera concluimos que ¢ = e. Contradiccion. O]

11. Teorema (descomposiciéon de una permutaciéon en un producto de trans-
posiciones simples). Sea ¢ € S,. Entonces existen inv(y) transposiciones simples
Y1, ... Yinv(p) tales que

=1 '¢inv(ap)~

Demostracion. Induccién sobre inv(ep).

Si inv(p) = 0, entonces ¢ = e. Por definicién el producto de una lista vacia es la
identidad, asi que en este caso degenerado la afirmacion es valida.

Supongamos que la afirmacién es vélida para inv(p) = m y la demostremos para
inv(p) = m+ 1. Sea p € S, con inv(y) = m + 1. Como inv(p) > 0, ¢ # e. Por el lema,
existe un indice k € {1,...,n — 1} tal que p(k) > p(k + 1).

Por la proposicion sobre el cambio del nimero de inversiones al multiplicar por una
transposicion simple,

inv (e pr1) = inv(p) — 1 =m.
Aplicamos la hipétesis de inducciéon a la permutacién @7y j41: existen transposiciones
simples 1, ..., ¥, tales que
OTh k1 = Y1+ Y.
Multiplicando esta igualdad por 7 x+1 por la derecha y usando el hecho que toda trans-
posicion es inversa a si misma, obtenemos que

@ =1 "mek,k+17

donde todos los factores en el lado derecho son transposiciones simples. ]
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12. Nota. En general, la descomposicion de una permutacion ¢ en transposiciones simples
no es Unica, atin bajo la condicién que el nimero de los factores es inv(y). Por ejemplo,

1 2 3 . 1 2 3 .
3 9 1 = T1,272,371,2, 3 9 1 = T2,371,272,3-

13. Nota. Si n > 2, entonces toda permutaciéon ¢ € S, se puede escribir como un
producto de més de inv(y) permutaciones. Por ejemplo, siempre podemos aumentar una
factorizacién agregando factores de la forma 7 o7 o.

14. Ejemplo. Descomponer la permutacién ¢ en un producto de inv(y) transposiciones

simples:
(1 2 3 45
Y=\43152)
Solucion.
(12345
Y=\ 43152
(1 2 3 45
“\l3 415 9 )h2
(1 2 3 45
=\l 314 5 9 )™23M2
(12345
=\ 13 4 5 2 ) 2M23T12
(1 2 3 45
“\134 25 Ta5T1,27T2,371,2
(1 2 3 45
T\ 1 3 2 4 5 ) 347457T1,272,3T12

= T2,3734T4,571,272,371,2-

Calculemos inv(p):
inv(p) =34+2+0+1=6. O

15. Ejercicios. Descomponer permutaciones en productos de transposiciones simples:
1 23 45 1 2 3 4
31 5 2 4)° 4 2 3 1 )°
16. Ejercicio. Si ¢ = 1 - - -, donde 11, ..., 1 son transposiciones simples, entonces

k > inv(p). Indicacién: use el corolario de la proposicién sobre el cambio del nimero de
inversiones al multiplicar por una transposicién simple.

El ejercicio anterior significa que la permutacion ¢ no se puede escribir como producto de
k transposiciones con k < inv(yp).
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17. Proposicién (ntimero de inversiones en un producto de transposiciones
simples). Sea ¢ = 11 - ... - 1y, donde 1y, ..., 1 son transposiciones simples. Entonces
(—1)v(®) = (~1)* esto es, los niimeros inv(y) y k tienen la misma paridad.

Demostracion. La proposicion sobre el cambio del niimero de inversiones al multiplicar por
una transposicion simple muestra que la paridad se cambia cada vez cuando multiplicamos
una permutacion por una transposicion simple.

De alli razonando por induccién sobre k es facil ver que

<_1)inv(¢1"'¢k) — (_1)k_ n
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