Método matricial de ortogonalizacién

Objetivos. Estudiar un método de ortogonalizacién, en el cual se calcula la matriz de
Gram de los vectores originales y se transforman simultaneamente los vectores y su matriz
de Gram, hasta que la matriz de Gram se convierte en una matriz diagonal.

Requisitos. La matriz de Gram y sus propiedades.

1. Proposicién. Sea A, B € M, (R) tales que B = AU. Denotemos por A a la lista de
columnas de la matriz A y por B a la lista de columnas de la matriz B. Entonces las
matrices de Gram de A y B estan relacionadas por la siguiente férmula:

G(B) =UTG(A)U.
Demostracién. Como ya sabemos, G(B) = BT By G(A) = AT A. Por eso
G(B)=B'B=U"ATAU =U"G(A)U. O

2. Ejemplo. Vamos a ortogonalizar la siguiente lista de vectores ay, as, as € R*:

4 —6 >

—2 3 )

a’l - _1 Y G/Q 4 9 a3 = _3
2 —8 —4

Solucion. Formamos la matriz de las columnas a4, as, az y calculamos la matriz de Gram:

4 -6 5

o 3 _s 25 —50 25

A= , G(ai,a9,a3) = A"A=| =50 125 —25
b4 =3 25 —25 75
2 —8 —4

Vamos a hacer ciertas operaciones elementales con las columnas de la matriz A. En la
matriz de Gram estas operaciones se aplican por columnas y por renglones. Elegimos las
operaciones elementales de tal manera que la matriz de Gram se convierta en una matriz
diagonal.

En otras palabras, en la matriz que estd abajo (matriz de los vectores) se aplican
solamente operaciones por columnas, y en la matriz que esta arriba (matriz de Gram) se
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aplican las operaciones por columnas y las mismas por renglones:

25 =50 25 25 0 0 25 0 O
—50 125 —25 s abaie: —50 25 25 . 0 25 25
25 —25 75 | G510 | 25 25 50 | miiSh 0 25 50
1 -6 5| = 12 1| BT 2
—2 3 =5 -2 -1 -3 -2 -1 -3
-1 4 -3 -1 2 -2 -1 2 =2
2 -8 -4 | 2 -4 —6 | | 2 -4 —6
25 0 0] 25 0 0] 25 0 0]
0 25 25 0 25 0 0 25 0
0 25 50 arriba y abajo: 0 25 25 arriba: 0 0 25
i 2 1 |-8=a 1 2 1 | BT
-2 -1 -3 -2 -1 =2 -2 -1 =2
-1 2 =2 -1 2 —4 -1 2 —4
| 2 -4 —6 | | 2 -4 -2 | 2 -4 -2
Respuesta:
4 2 -1
A R S D
2 —4 -2
Como una comprobacién parcial, se recomienda calcular directamente la matriz de Gram
de los vectores by, by, bs. O

3. Ejercicio. Ortogonalice los sistemas de vectores escritos en los ejercicios de la clase
anterior, ahora usando el método matricial.

4. Aclaracién: comparacion con el método modificado de Gram—Schmidt. Re-
cordamos que el método clasico de Gram—Schmidt consiste en restar de cada vector una
combinacién lineal de los vectores anteriores (ya ortogonalizados), para hacer el vector nue-
vo ortogonal a los vectores anteriores. En el método modificado de Gram—Schmidt
se invierte esta idea: al obtener un vector nuevo b;, lo restamos (con ciertos coeficientes)
de los vectores posteriores, para hacerlos ortogonales al vector b;. El método matricial
explicado en estos apuntes es el método modificado de Gram—Schmidt, pero calculamos
los productos internos de una manera especial. Una parte grande de los calculos consiste
en calcular la matriz de Gram G(A) de los vectores originales, luego es més facil calcular
los productos internos de los vectores nuevos en el proceso de ortogonalizacion. En total,
el algoritmo explicado no es més eficiente que el algoritmo de Gram—Schmidt (clésico o

modificado).

5. Aclaracion: el caso complejo. En este tema trabajamos con matrices reales, pero
todo se puede generalizar al caso complejo: en vez de la matriz transpuesta U hay que
usar la matriz adjunta (transpuesta conjugada) U*.
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