Proyecciéon ortogonal de un vector
sobre el subespacio generado
por una lista de vectores ortogonales

Objetivos. Estudiar la proyeccion de un vector sobre el subespacio generado por una
lista ortogonal de vectores.

Requisitos. Producto interno, listas ortogonales de vectores y sus propiedades.

En esta seccion suponemos que V' es un espacio vectorial real o complejo con un producto
interno (-, -). En el caso complejo suponemos que el producto interno es lineal con respecto
al segundo argumento.

1. Expresién de las coordenadas de una combinacién lineal de vectores orto-

gonales a través del producto interno (repaso). Sea (ay,...,a,,) una lista ortogonal
de vectores de V' y sea b una combinacion lineal de los vectores ay, ..., ay,:
m
b= Z )\kak.
k=1
Entonces los coeficientes Aq, ..., \,, de esta combinacion lineal se pueden calcular de la
siguiente manera:
)\' _ <a’j7 b)
j=—.
(aj,a;)

2. Teorema (proyeccién ortogonal de un vector sobre el subespacio genera-
do por una lista ortogonal). Sea V' un espacio vectorial con producto interno, sean
ai,...,a,, vectores ortogonales no nulos y sea v € V. Denotemos por S al subespacio
generado por ay, ..., Qy:

S=Lay,...,an).

Entonces existe un tinico par de vectores (u,w) tal que
v=1u+w, u €S, w e St (1)

Los vectores v y w se calculan mediante las siguientes férmulas:

et )

a w =v—U.
(ap,ar) 7’

NE

b
Il

1
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Demostracion. Unicidad. Supongamos que u,w cumplen con . Entonces para todo
j€A{1,...,m} tenemos (a;,w) =0y

<ajav> = <ajﬂu+w> = <aj’u> + <aj7w> = <aj7u>'

La condicién u € S significa que u es una combinacion lineal de aq, ..., a,:

m
u = E )\jaj.
Jj=1

Los coeficientes \; se calculan por la Proposicién de los coeficientes de una combinacion
lineal de vectores no nulos:

N\ — <aj’u> _ <aj?U>.
T Aaya5) (a5
Luego de la 1gualdad v = u + w sigue que w = v — u. Acabamos de demostrar que vy w
cumplen con (2)) y por lo tanto se determinan de manera tnica.

Existencia. Definimos u y w por las férmulas . Entonces para todo j € {1,...,m}

- aka _ )
(aj,u Z {a, x) akvaj> = (aj,v).
k=1
Por lo tanto para todo j € {1,...,m}
<aj7w> = <ajav —u) = <aj7v> - <aj7u> =0,

asf que w € S*. O

3. Tarea adicional. Usemos las notaciones de la proposicion. Demuestre que u es el
vector mas cercano al vector v en el conjunto S, esto es, para todo z € S\ {v}

[ = vl > flu = ]|

4. Ejercicio. Escriba las formulas en el caso si los vectores ay,...,a, son ortonor-
males.

5. Desigualdad de Bessel. Sea (ay,...,a,) una lista ortonormal en V' y sea v € V.
Entonces

[{ax, v)* < [lv]]*.

NE

=
Il

1

Idea de demostracion. Sean vy w como en el teorema de la proyeccion ortogonal de un
vector sobre el subespacio generado por vectores ortogonales no nulos. En nuestro caso
los vectores son ortonormales, asi que

E (aj,v)aj, w=7v—u.
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Como los vectores (ay, v) aj son ortogonales, por el teorema de Pitdgoras obtenemos que:

m m
lull® = Wak, v) P laell® = D Il {ax, ).
i=1 i=1

Luego notemos que los vectores u y w son ortogonales (pues u € S = l(ay,...,an) y
w L S), y por el teorema de Pitagoras

loll* = [l + flw]*.

De aqui

m

> Maw, o)P = Jlul® < ol 0

=1

6. Teorema (criterio de pertenencia de un vector al subespacio generado por
vectores ortonormales). Sean ay,...,a,, vectores ortonormales en V' y sea v € V.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) vellay,... an);

(b) v=") (ag,v)ag;
k=1
(c) se cumple la identidad de Parseval para la lista (aq,...,a,) y el vector v:

m
ol = aw, v)[*
k=1

Demostracion. (a)=-(b). Sigue de la Proposicién de los coeficientes de una combinacién
lineal de vectores ortogonales.

(b)=(c). Sigue del teorema de Pitdgoras, pues los vectores (ay, v) a; son ortogonales
entre si, y
[k, v) ax]| = I{ax, v}

(¢c)=(a). Definamos los vectores u y w como en el teorema de la proyeccién ortogonal
de un vector sobre el subespacio generado por vectores ortogonales no nulos:

uzZ(aj,’u)aj, w=v-—1u.

m
j=1

Como ya vimos en la demostracion de la desigualdad de Bessel, del teorema de Pitagoras
sigue que [0 = Jlul® + [Jw|* y

m
lal® = [{aw, v)[.
k=1

La condicién (c) implica que |Jw||* = 0, por lo tanto w =0y v =u € l(ay,...,a,). O
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