Operadores lineales nilpotentes

1. Definicién (operador lineal nilpotente). Sea V' es un espacio vectorial sobre un
campo F, y sea T' € L(V). Se dice que T es nilpotente si existe un nimero entero positivo
p tal que TP = 0. El niimero minimo p con esta propiedad se llama el indice de nilpotencia
de T.

2. Definicién (matriz nilpotente). Sea A € M, (F). Se dice que A es nilpotente si
existe un numero entero positivo p tal que A? = 0,,,. El nimero minimo p con esta
propiedad se llama el indice de nilpotencia de A.

Criterio de operador lineal nilpotente

En el siguiente teorema consideramos solamente operadores en espacios vectoriales com-
plejos de dimension finita.

3. Teorema (criterio de operador lineal nilpotente). Sea V un espacio vectorial
complejo de dimensién finita n y sea T' € L(V'). Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) T es nilpotente.

(b) pr(A) = AP con algin p € {1,...,n}.

(¢) sp(T) = {0}.

(d) Cr(A) ="

Demostracion. (a)=-(b). Supongamos que 7" es nilpotente. Entonces existe un nimero
qg€{1,2,...} tal que T? = 0. La tltima igualdad significa que el polinomio f(A) = \? es
un polinomio anulador de T'. Por la definicién del polinomio minimo tenemos que pr | f.

Esto implica que pr(\) debe ser de la forma pur(A) = AP. Por otro lado, sabemos que
deg(pr) < deg(Cr) = n, asf que p < n.

(b)=(c). Supongamos que pr(A) = A con algun p € {1,...,n}. Como el conjunto de
las raices del polinomio minimo coincide con el espectro, sp(7") = {0}.

(¢)=(d). Supongamos que sp(7") = {0}. El polinomio caracteristico de T" se factoriza
en factores de grado 1 (aqui utilizamos la hipdtesis que el campo es C), y sus raices son
los elementos del espectro, por eso

Cr(A) = (A=0)(A—=0)---(A—0) = A™.

(d)=(a). Supongamos que Cr(A) = A". Entonces por el teorema de Hamilton—Cayley
T = Cr(T) = 0. O
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4. Observacién sobre la condicién sp(T) = {0} en campos no algebraicamente
cerrados. Si el campo no es algebraicamente cerrado (por ejemplo, F = C), entonces
la condicién sp(T') = {0} sigue de otras condiciones, pero no las implica. Pruebe que la
siguiente matriz no es nilpotente, aunque su tinico valor propio real es 0:

0 -1 0
100
0 00

5. Observacién sobre la situacién en un campo arbitrario. Para cualquier campo
F, cualquier espacio vectorial V' sobre F de dimension finita y cualquier operador lineal
T € L(V), las condiciones (a), (b) y (d) siguen siendo equivalentes. Para demostrar que
(b) implica (d) se usa un teorema que no demostramos en este curso: cualquier factor
wrreducible del polinomio caracteristico es un divisor del polinomio minimo.

Descomposiciéon primaria y operador nilpotente

6. Proposicién. Sean V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita, 7' € L(V),
Ao € sp(T). Supongamos que g es una raiz de multiplicidad & del polinomio minimo,
esto es,

pr(x) = (x = Xo)*q(),
donde g(\g) # 0. Denotemos por W al subespacio ker(\gI —T)* y por R a la compresién
de \gI — T a W:

R:W — W, R(w) = (Aol —T)(w) Yw e W.
Entonces R es nilpotente.

Demostracion. Sigue del teorema de la descomposicién primaria y del criterio de operador

nilpotente. [
7. Ejemplo.
71000
07000
A =diag(J2(7),9,/5(7)) =10 0 9 0 0
00071
00007

En este ejemplo pa(z) = (x —7)*(x —9), W = ker((7I5 — A)?) = {(ey, €2, €4, €5), y €l ope-
rador R: W — W tiene la siguiente matriz asociada respecto a la base B = (eq, €2, €4, €5):

01 00
RB = dlag(JQ(O), JQ(O)) =

o O O
o O O
o O O
O = O
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Algunas propiedades de transformaciones nilpotentes
Estamos suponiendo que V' es un espacio vectorial complejo de dimension finita n.

8. Ejercicio. Sean S, T € L(V') operadores lineales nilpotentes tales que ST = T'S.
Demuestre que S + T es nilpotente.

9. Ejercicio. Dé un ejemplo de dos matrices nilpotentes A, B € My(C) tales que A+ B
no sea nilpotente. Sugerencia: puede construir matrices requeridas de ceros y unos.

10. Ejercicio. Sea T' € L(V') un operador nilpotente, T? = 0. Demuestre que el operador
I — T es invertible y construya su inverso. Sugerencia. Calcule los siguientes productos:

(I-TYI+T+T*+---+TF"), (I+T+T*+---+TP" I -T).

11. Ejercicio. Sea T' € L(V') un operador nilpotente, 7?7 = 0. Demuestre que el operador
I + T es invertible y construya su inverso.

12. Ejercicio (cada operador nilpotente no nulo es un divisor de cero). Sea
T € L(V) un operador nilpotente y diferente del operador cero. Demuestre que T' es un
divisor de cero, esto es, construya un operador lineal S # 0 tal que T'S = 0.

13. Ejercicio (cada operador nilpotente diagonalizable es cero). Sea T € L(V)
un operador nilpotente diagonalizable. Demuestre que 1" = 0.
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