Principio minimax para los valores propios
de matrices hermitianas

El propésito de estos apuntes (escritos por Egor Maximenko, Rogelio Rocha Hernandez,
Eliseo Sarmiento Rosales y Francisco Javier Zacarfas Séanchez) es explicar una demostra-
cion del Teorema 6 que se conoce como el principio minimax para los valores propios y
se asocia con los nombres Rayleigh, Ritz, Courant, Fischer y Weyl. Este teorema da una
caracterizacion variacional de los valores propios de matrices hermitianas.

Descomposicién espectral de matrices hermitianas (repaso)

Primero recordamos el teorema sobre la descomposicién espectral de matrices hermitianas.
Dada una matriz compleja A, denotamos por A* su adjunta (es decir, la transpuesta
conjugada). Decimos que una matriz A es hermitiana o autoadjunta si A* = A. Denotamos
por HM,,(C) al conjunto de todas las matriz hermitianas de orden n:

HM,(C) = {A € M,(C): A* = A}.
)

1 Teorema. Sea A € HM,,(C). Entonces existen una base ortonormal (uy, ..., u,) del
espacio C" y una lista (Ay,...,\,) de nimeros reales tales que

M<...< A\,
Y

AUj:AjUj (]E {1,,71})

En otras palabras, dada una matriz autoadjunta A, existe una base ortonormal del
espacio C" formada de vectores propios de la matriz A. Los nimeros Aq,..., A, en el
Teorema 1 son los valores propios de A escritos en el orden ascendente y contados con
sus multiplicidades. Estos nimeros estan determinados de manera tnica por la matriz A.
Los denotamos por \j(A),..., A\, (A).

El Teorema 1 se puede escribir también en términos de matrices unitarias. Es facil ver
que el Teorema 1 da un criterio de matrices hermitianas. No explicamos estos hechos de
manera mas detallada porque no los utilizamos en este tema.

Cociente de Rayleigh

Sea A € HM,,(C). Entonces para cada x € C” el nimero z*Az es real. Esto se verifica
facilmente usando propiedades de la operacion * y tratando este niimero como una matriz

de tamano 1 x 1:
r*Ax = (2" Ax)" = 2" A% (2")" = 2" Ax.

La funcién R4: C"\ {0,,} — R definida mediante la regla

x* Ax
Ra(z) =

x*x
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se conoce como el cociente de Rayleigh.

Notamos que si z € C"\ {0,,} y A € C\ {0}, entonces

APt Az

RalAz) = |A|2x*x

== RA(m)

Esto implica que el cociente de Rayleigh se puede definir y estudiar en el espacio proyectivo
P(C™), pero no vamos a desarrollar esta idea.

Escribimos S < C" cuando S es un subespacio de C". Denotamos por C' a la esfera
unitaria del espacio C™:

C={zeC": |z|| =1}
2 Proposicién. Sea S < C". Entonces el conjunto {Ra(z): = € S\{0,}} coincide con
el conjunto {Ra(z): = € SNC} y tiene un valor minimo y un valor mdzimo.

T

Demostracion. Para cada x € S\ {0,}, el vector z definido mediante la férmula z = ]

tiene propiedades z € C NSy Ra(x) = Ra(z), por eso
{Ra(z): € S\{0,}} C{Ra(z): z€SNC}.

La contencién D es obvia porque SNC' C S\{0,}. Siendo un subespacio de C" el conjunto
S es un subconjunto cerrado de C”, por eso C'N S es cerrado y acotado en C". La funcién
R4 es continua y alcanza sus valores minimo y maximo en C'N S. O

Cociente de Rayleigh sobre combinaciones lineales de vectores
propios

Si (uq,...,u,) es una base ortonormal de C" y x € C", entonces existe un tnico vector

a=(ag,...,a,) € C" tal que
n
xr = Za/]”u]’.
j=1

De hecho, las coordenadas «; se calculan mediante la férmula a; = wjz. Usando la
propiedad wju, = 0, es facil ver que
n
lz)* = a2 = ayl* = [|of?,
j=1
asi que ||z|| = ||a||. En particular, esto implica que = # 0, si y sélo si a # 0,,.

3 Lema (expresion del cociente de Rayleigh en términos de la descomposicién espectral).
Sea A € HM,,(C) y sea (uq,...,u,) una base ortonormal de valores propios de A, como
en el Teorema 1. Mds aun, sea
x = Z a;u;, (1)
j=1
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donde vy, ..., a, son algunos escalares complejos no todos cero. Entonces

> Ayl
j=1

Ry(z) = — (2)
Z oy |?
j=1
En particular, para cada j en {1,...,n}
Ra(u;) = A (A). (3)

Demostracion. Usando las igualdades Au; = A\j(A)u; y la ortonormalidad de los vectores
U, ..., Uy,, obtenemos

rrr = Z ;]2 T Ax = Z M (A)] a2 O
j=1 j=1

El siguiente resultado se asocia habitualmente con los nombres de Rayleigh y Ritz.

4 Teorema. Sea A € HM,,(C). Entonces

A) = ' A) = .
M= i, T M= g )

Demostracion. Usamos la notacion y el resultado del Lema 3. Dado un vector x € C"\
{0,,}, lo escribimos como (1). Para cada j € {1,...,n}

A(A) < Xj(A) <\ (A).
Multiplicamos por | |?, sumamos por j y dividimos entre ||z||>. De esta manera obtenemos
AM(A) < Ra(z) < M\ (A).
Por otro lado, aplicamos la igualdad (3) con j = 1y luego con j = n:
Ra(uy) = M (A), Ra(un) = M\ (A).

Hemos demostrado que la funcién R4 toma valores entres A;(A) y A\, (A) y alcanza ambos
estos valores. O

Notamos que la funcién R4 alcanza el valor A;(A) no sélo en el vector uy, sino también en
todos los multiplos complejos no nulos del vector uy. Mds atn, si A;(A) = A2 (A) = A3(A),
entonces, por ejemplo, Ra(7Tu; + 8ug + us) = A\ (A).

El siguiente resultado se puede ver como una generalizacion del Teorema 4 y un lema
para el Teorema principal 6.
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5 Lema. Sea A € HM,,(C) y sea (uy,...,u,) una base ortonormal de C" tal que Au; =
A\j(A)u; para cada j € {1,...,n}. Sean p,q € {1,...,n} tales que p < q. Denotemos por

E, , al subespacio generado por los vectores uy, ..., Uq:

J=p

q
E,q="0up,...,uy) = {xE(C": doy,...,a,€C :EZZajuj}_

Entonces
Mp(A) = min  Ry(x), M(A) = max Ry(z).

z€Ep ¢\{0n} €L \{0n}

Demostracion. Para cada j € {p,...,q} se cumplen las desigualdades
Ap(A) < A(A) < Aq(A).

Sixz € E,,\{0,}, entonces x se puede escribir como
q
T = Z a;Uj,
J=p
donde entre los nimeros a,, ..., o, hay al menos uno distinto de cero. Luego
q q q
Mol = Ap(A) Y Loy < Y- Xi(A)ay? < A(A) Y lay* = (A
J=p J=p j=p

Dividiendo entre ||z|* obtenemos
M(A) < Ra(z) < A (A).
Por otro lado, la férmula (3) con j = p y luego con j = ¢ nos da
Ra(up) = Ap(A),  Ralug) = Ag(A).

Hemos demostrado que la funciéon R, restringida a E,, \ {0,} toma valores entres \,(A)
y Ag(A) y alcanza ambos estos valores. ]
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Resultado principal

6 Teorema (principio minimax para los valores propios de matrices hermitianas). Sea

A e HM,(C) ysea k € {1,...,n}. Entonces

M (A) = i R . 4
K(A) B max () (4)
dim(S)=k

Demostracion. Sea S < C™ tal que dim(S) = k. Por la férmula de Grassmann,
dim(S N Ey,) = dim(S) + dim(Ey,,) — dim(S + Ej ).
Como dim(S + Ej ) < n, obtenemos
dim(S N E,) > dim(S) + dim(Ey,) —n=k+(n—k+1) —n=1,

asi que SN E},, es un subespacio no nulo del espacio C". Siz € SNE}, y  # 0,, entonces
por el Lema 5 (aplicado con p = k y ¢ = n) tenemos la desigualdad Ra(z) > Ar(A). Por
€so

max Ra(x) > max Ra(z) > M(A).
zeS\{0,} €(SNEkn)\{0n}

Hemos demostrado que para cada S < C" con dim(S) = k se tiene la desigualdad

> .
uax Ra(z) =2 Ae(A) (5)

Falta encontrar un S < C" con dim(S) = k tal que la desigualdad (5) se convierta en una
igualdad. Aplicamos el Lema 5 con p =1y ¢ = k y obtenemos

max Ra(z) = M\ (A). O]
z€FE1 1k \{On} A( ) k( )

7 Ejercicio. Revisar la demostracién del Teorema 6 y demostrar que

Me(A) = i R ) 6
k(A) o max alz) (6)
dim(S)>k
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