Criterio de invertibilidad de una matriz cuadrada
en términos de matrices elementales

Objetivos. Establecer un criterio de invertibilidad de una matriz cuadrada en términos
de operaciones elementales y matrices elementales. Definir la equivalencia de matrices por
izquierda y la equivalencia de matrices por derecha.

Requisitos. Matrices elementales y su relaciéon con operaciones elementales, descomposi-
cién de una matriz cuadrada en un producto de matrices elementales (ejemplos), definicién
y propiedades de la matriz inversa.

Matrices equivalentes por izquierda

1. Definicién (matrices equivalentes por izquierda). Sean A, B € M, ,(F). Se dice

que Ay B son equivalentes por izquierda o equivalentes por renglones y se escribe A~ B
si existen matrices elementales i, ..., Ej tales que

Ey---FiA=DB.

2. Observacion. Tomando en cuenta la relacion entre matrices elementales y operaciones

elementales podemos notar que A B si, y soOlo si, es posible transformar A en B aplicando
operaciones elementales por renglones.

. . . ., . . izq ., . .
3. Ejercicio. Demuestre que la relacién binaria ~ es una relacion de equivalencia, es
decir, es reflexiva, simétrica y transitiva. Sugerencia: para la demostracién de la propiedad

reflexiva puede notar que
E.(1,1)A = A.

Matrices equivalentes por derecha

4. Ejercicio. Enuncie la definicién de matrices equivalentes por derecha de dos maneras
diferentes:

1) en términos de matrices elementales;

2) en términos operaciones elementales por columnas.

5. Ejercicio (relacién entre la equivalencia de matrices por izquierda y la equi-
valencia de matrices por derecha). Sean A, B € M,, ,(F). Demuestre que:

AXB — AT BT,

. . e der ., . .
6. Ejercicio. Demuestre que ~ es una relacién de equivalencia en M,, ,,(IF).
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7. Lema. Sean A, B € M,,(F) tales que AXB y A es invertible por derecha. Entonces
B también es invertible por derecha.

Demostracion. Como A es invertible por derecha, existe una matriz C' tal que AC = I,,.
Sean F1, ..., E} matrices elementales tales que B = Ej, - - - E1A. Multiplicando la igualdad
AC = I, por Ej - -- E; por izquierda obtenemos Ej --- F1 AC = I, esto es,

BC = Ey - E. (1)

Recordamos que todas las matrices elementales son invertibles y el producto de matrices
invertibles es invertible. Multiplicamos la igualdad por (E} - -+ E1)~! por la derecha:

BC(Ey---E) ' =1
Aplicamos la ley asociativa de la multiplicacién de matrices:
B(C(By---E)™") =1

La ultima igualdad muestra que B es invertible por derecha. O

8. Lema. Sea A € M, (FF) una matriz invertible por derecha. Entonces AT , esto es,
A se puede transformar en la matriz identidad al aplicar operaciones elementales por
renglones.

Demostracion. Usando operaciones elementales por renglones transformamos A en una
matriz escalonada reducida B. Como la matriz A es invertible por derecha, del Lema [7]
sigue que B también es invertible por derecha. Por eso B no puede tener renglones nulos
(sabemos que si una matriz tiene una renglén nulo, entonces no es invertible por derecha).
Como la matriz B es cuadrada, escalonada reducida y no contiene renglones nulos, B = I.

Hemos demostrado que AXT. O

9. Lema. Sea A € M, (F) una matriz invertible por izquierda. Entonces AR, esto
es, A se puede transformar en la matriz identidad al aplicar operaciones elementales por
columnas.

Demostracion. Sea A invertible por izquierda, esto es, existe una matriz C' tal que CA =
I,,. Entonces ATCT = I = I,,, lo que significa que A" es invertible por derecha. Aplicando

. . izq . .
el lema anterior (Lema podemos concluir que AT ~' I, y existen matrices elementales

Ei, ..., E, tales que Ei--- E4AT = I,,. De aqui AEIT . E,;r = I,. Como las matrices

. ., . der
transpuestas de las matrices elementales también son matrices elementales, A ~ I,,. [
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10. Teorema (criterio de invertibilidad de una matriz cuadrada en términos
de matrices elementales). Sea A € M, (F). Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) A es invertible.
(b) A es invertible por izquierda.

(c) A es invertible por derecha.

(d) A ar , esto es, A se puede transformar en la matriz identidad al aplicar operaciones
elementales por renglones.

(e) A I , esto es, A se puede transformar en la matriz identidad al aplicar operaciones
elementales por columnas.

(f) A se puede representar como un producto de matrices elementales, esto es, existen
matrices elementales E1,. .., E} tales que A = E;--- E.

Demostracion. El esquema de demostracion:

) Aes 1nvert1b1>

(b) A es 1nvert1ble ) A es invertible
por 1zqulerda por derecha
(e) A © ' I,,, esto es A ~ 1, esto es,
dEq, ..., E elem EIE’l, .. Ek elem,
AFE,--- B, = I =1,

(f) A es producto de matr. elem..
HEl,...,Ek elem, A:ElEk

Las implicaciones (a)=-(b) y (a)=-(c) son triviales. En el lema [§8| demostramos que (c)
implica (d), y en el lema [9] demostramos que (b) implica (e). Dejamos las implicaciones
simples (d)=(f), (e)=(f) y (f)=(a) como ejercicios. O

11. Ejercicio. Demuestre las implicaciones (d)=(f), (e)=(f) y (f)=(a).
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Equivalencia de matrices en términos de matrices invertibles

12. Proposicién (criterio de equivalencia por izquierda). Sean A, B € M,, ,,(F).

Entonces A< B si, y s6lo si, existe una matriz invertible C' € M,,(F) tal que CA = B.

13. Ejercicio. Demuestre la proposicién usando el criterio de invertibilidad en términos
de matrices elementales.

14. Observacion. Algunos autores usan la condicién (b) como definicién de la equiva-
lencia por izquierda.

15. Ejercicio. Enuncie y demuestre una proposicién similar para matrices equivalentes
por derecha.
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