Propiedades de las operaciones lineales con matrices

Ejercicios

Objetivos. Aprender a demostrar propiedades de las operaciones lineales en M, ,(R).

Requisitos. Operaciones lineales en R", definicién de operaciones con matrices, matrices
con entradas definidas por medio de férmulas.

Denotamos por M, «,,(R) al conjunto de las matrices de tamano m xn con entradas reales.
Las operaciones lineales en M,,.,(R) se definen entrada por entrada, y sus propiedades
se demuestran casi de la misma manera que en R”.

Dos estilos de trabajar con matrices

Primer estilo: trabajar con matrices indicando el tamano y la férmula para las
m,n

entradas. La matriz m x n con entradas A;; se denota por [Aivj]ijzl'

1. Sea A = [A JL] | € Min(R) y sea A € R.

Establezca correspondencias exactas entre las notaciones y sus significados:

[)\A ,J]” 1 {producto de \ por [A”}Zfl}
)\[Ai,j]?jzl [matriz m X n con entradas /\Ai,j}

2. Sea A = [A :JL] | € Min(R) y sea A € R.

Explique por qué /\[A@ } i [/\A”Lj X
O por la propiedad conmutativa en R
O por la propiedad conmutativa en M, (R)

O por la definicién del producto de una matriz por un escalar

O por la propiedad distributiva
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Segundo estilo: primero indicar los tamanos y luego trabajar con una entrada.
Dada una matriz A € M,,«,(R) y una par de indices (7,7), donde i € {1,...,m} y
j€{1,...,n}, se denota por A;; la entrada de la matriz A con indices 1, j.

3.Sea A€ Myxn(R),sea A€ Ryseani € {1,...,m}, j€{l,...,n}.

Establezca las correspondencias exactas entre las notaciones y sus significados:

(AA); ; [/\ multiplicado por la (i, j)-ésima entrada de A}

AA; [(i,j)—ésima entrada del producto de A por A}

4. Sea A € Myxn(R),sea A€ Ryseani € {1,...,m}, j€{1,...,n}.
Explique por qué (AA);; = A\A, ;:

O por las propiedades de subindices

O por la propiedad conmutativa en R

O por la propiedad conmutativa en M., (R)

O por la definicién del producto de una matriz por un escalar

5.Sea A= [A;]] " ysea B =[Bi] "

iyj=1

Establezca las correspondencias exactas entre las notaciones y sus significados:

[ [AZ]]:”]ZI + [B”Kr;nI} [suma de las matrices [A”}:’;Zl y [BZJ}ZTLJ

{ [4;; + BU}an} Ematriz m x n con entradas A; ; + B@',j]
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6. Sea A = [Azg}:njil y sea B = [Bi,j]mvn

iyj=1"

m,n m,n

+ [Bigli 2y = [Auj + Byl

ij=1

Explique por qué se cumple la igualdad [Ai,jhj:l it
O por la propiedad distributiva en R

O por la definicién de la suma en M, (R)

O por la propiedad conmutativa de la suma en R

O por la propiedad conmutativa de la suma en My, (R)

7.Sean A, B € M,,x,(R) ysean i € {1,...,m}, j € {1,...,n}.

Establezca las correspondencias exactas entre las notaciones y sus significados:

[(i,j)-ésima entrada de la suma Ay BJ

(A+ B);; [suma de las (i, 7)-ésimas entradas de Ay Bj

8. Sean A, B € M,,xn(R) yseani € {1,...,m}, j€{1,...,n}.
Explique por qué (A+ B);; = Aij + Bi;:

O por la definicién de la suma en M., (R)

O por la propiedad distributiva en R

O por la propiedad conmutativa de la suma en R

O por las propiedades generales de los subindices
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Definicion de las operaciones lineales en M, (R)

9. Sea A = [AU}Z; ysea B = [B;]; "

ij=1"
Entonces por definicién
A+ B = [ ]z‘j: :

10. Sea A = [Aw}znjzl ysea B = [Bi]]""

ij=1"
Entonces por definicién
A+Be

y para todo par de indices (i, j) donde

ied{l,..., } jedl, ..., }
N~~~ S~~~
? ?
se cumple la igualdad
(A+ B)i; =
—_———

11. Sea A = [A;;]]" € Mpyxn(R) y sea A € R.

ij=1
Entonces por definicion
A = [ L,j:

12. Sea A = |:Az'7jj|m7n € Mxn(R) y sea A € R.

ij=1
Entonces por definicién

MNA €
D ———

?

y para todo par de indices (i, j) donde

i€ , je
5},—/ %7,—/
se cumple la igualdad
(AA)i; =
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Demostracién de la propiedad de multiplicacién por 1 en M, (R)

13. Primero recordamos la propiedad principal de 1 en R:

Va e R la =
—~—
?
14. Sea A € M,xn(R). Demuestre que
1A= A. (1)

Primera demostracion. Denotamos las entradas de A por A;;: A = [A”}Zil
Vamos a transformar la expresion 1A en A:

(i) m,n (ii) (iii) (iv)

4 = 1 [Aivj}z’,jzl - [ L‘,j:1 - [ ]i,j:l A.

Justificacién de los pasos:

(i) Notacién para las entradas de A.

(ii) Definicién del producto por escalar en M., (R).
(i)
)

(iv

]

Sequnda demostracion. Primero verifiquemos que las matrices 1A y A son del mismo
tamano. Por la definicién del producto por escalar en M, x,,(R) obtenemos lo siguiente:

[A c men(R)]
£1A € }

BN
Luego elijamos un par de indices arbitrarios (7, j) donde i € {1,..., hied{l, ..., }
N~ ——

l1eR

7 7
y demostramos que la (i, j)-ésima entrada de la matriz 1A
es igual a la (4, j)-ésima entrada de la matriz A.
(1), & Wy
Justificacion:
(1)
(ii) O
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Demostraciéon de la propiedad distributiva de la multiplicacion
por escalares en M,,,«,»,(R) con respecto a la adicién en M,,,x,(R)

15. Sean A, B € M, (R) y sea A € R. Demuestre que
MA+ B) = AMA + AB. 2)

Primera demostracion. Usamos la siguiente notacion para las entradas de las matrices A
B:
y m,n m,n

ij=1' ij=1"
Vamos a transformar la expresién A(A + B) que estd escrita en el lado izquierdo de la
formula en la expresion AA + A\B escrita en el lado derecho de la misma férmula.

MA+B) L A ([ay]n + )

3,j=1

@ 1
L ij=
= |+ |
1,]= ,)=

A+ AB.

Justificacién:

Definicién de la suma en M, ., (R).

(vii) Notacién para las entradas de las matrices A y B. ]
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16. Sean A, B € M, (R) y sea A € R. Demuestre que
MA+ B) =) A+ \B. (3)

Segunda demostracidn. Primero verifiquemos que las matrices A(A + B) y AA + AB son
del mismo tamano. Por la definicién de las operaciones lineales en M., «,(R) obtenemos
lo siguiente:

A€ Mua®)
= =,
£A+Be } M € }
= ~ N =~
[ ] B € Myn(R) [ }
——
E)\B € }
Ahora elijamos un par arbitrario (¢, ) de indices, donde i € , JE ,
Yy Yy

y demostremos que la (i, j)-ésima entrada de A\(A + B) es igual a la (1, j)-ésima entrada

de M + \B.

Justificacién:

(i) Definicién del producto por escalar en M, (R).
(i)
(i)
(iv)
(v) Definicién de la suma en M, ., (R). O
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