Dos transformaciones lineales
asocladas a una forma bilineal

Objetivos. Definir transformaciones lineales asociadas a una forma bilineal y estudiar
sus propiedades basicas.

Requisitos. Formas bilineales, funcionales lineales, espacio dual, base dual.

1. Definicién de las transformaciones Ly y Ry. Sea V un EV/R de dimensién finita
y sea f € BL(V). Las transformaciones lineales Ly: V' — V* y Ry: V — V* se definen
mediante las reglas:

(Lfa>(b) = f(a7 b)v (be)(a) = f(av b)

2. Ejemplo. Sea f: (R?)? — R,

3 =7
fx,y) = [21,22] { 9 3 ] [ z; } = 3x1y1 — Tr1Y2 + 222y1 + 8T2Yo.

Sea £ = (e1, e2) la base canénica de R%. Entonces
(Rrer)(z) = 3z1 + 229, (Ryes)(z) = —Tx1 + 8.

Recordamos que la base dual £ = (6y,6,) consiste en los funcionales que calculan las
coordenadas de los vectores en la base &:

61(%) =T, 92(1’) = I3.
Por lo tanto, podemos escribir las igualdades anteriores de la siguiente manera:
(Ryper)(x) = 301 (x) + 2605(x), (Rrez)(x) = =701 (x) + 862(x).

Estas igualdades se cumplen para todo z € R, por eso tenemos las siguientes igualdades
de funcionales:
Rf@l == 391 + 202, Rfeg == —791 + 892

La matriz asociada a R con respecto a las bases &£, £* es

(Rp)ee = { g _; } = fe.
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3. Proposicién. Sea V un EV/F de dimensién finita, sea f € BL(V) y sea B =

(b1, ...,b,) una base de V. Denotemos por I' = (v1,...,7,) a la base dual a la base
B (recordamos que I' es una base de V*). Entonces

(Rf)rs = f5
Demostracion. Sean i,j € {1,...,n}. Mostremos que la (i, j)-ésima entrada de la matriz

(Rs)r s esigual a la (7, j)-ésima entrada de la matriz fg, esto es, a f(b;,b;).

Por la definicién de la matriz asociada a una transformacién lineal, la (i, j)-ésima
entrada de la matriz (Ry)g« ¢ es la i-ésima coordenada del funcional Lb; con respecto a
la base I'. Recordemos que en general la i-ésima coordenada de un funcional lineal ¢ € V*
en la base dual I se calcula como ¢(b;). Para ¢ = R;b; obtenemos lo siguiente:

(Rsb;)(bi) = f(bi, b)) O
4. Tarea adicional. Establece una relacién entre las matrices (Lf)rgy [

5. Proposicién. Sea V un EV/R de dimensién finita y sea f € BL(V'). Entonces

v(Ly) = 1(Ry).

6. Nota sobre la definicién del rango de una forma bilineal. Podriamos definir el
rango de una forma bilineal f como r(L¢) o r(Ry). La proposicién anterior muestra que
con respecto a cualquier base B la matriz asociada con la forma bilineal f coincide con la
matriz asociada a la transformacién lineal Ry, por eso

r(fs) = r(Ly) = x(Ry),
y dos definiciones del rango de f coinciden.

7. Proposicién. Sea V un EV/R de dimensién finita y sea f € BL(V). Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) r(Ly) =r(By) = dim(V).
(b) para todo x € V existe un y € V tal que f(z,y) # 0.
(c) para todo y € V existe un x € V' tal que f(z,y) # 0.

Cuando se cumplen estas condiciones se dice que la forma f es no degenerada (= no
singular = de rango completo).
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