Propiedad lineal

Ejercicios

Objetivos. Repasar el concepto de funcional lineal. Comprender como se aplica un fun-
cional lineal a una combinacién lineal.

Requisitos. Funcional lineal, transformacion lineal.
En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial sobre un campo [F.

1. Definicién (funcional lineal o forma lineal). Una funcién f: V — F se llama
funcional lineal o forma lineal si es aditiva y homogénea:

Yu,v € flu+v) = f(u) + ;
el Y
YueV Ve fAu) = :
el Y

2. Ejemplos. Sea f: V — R un funcional lineal y sean a,b € V. Escriba las siguientes
expresiones en términos de f(a) y f(b):

fla+0b) = + ;
f(=Ta) = ;
?
f(3a+5b) = f( )+ f( )= + ;
H?/—/ H‘?/_/ . \?, - . \?, -
fla—20) =
f(=a) = f((-1)a) = f(a) = —f(a)
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Otras definiciones equivalentes de la propiedad lineal

3. Funcional lineal y combinacién lineal de dos vectores. Sea f: V — F un
funcional lineal. Entonces

Va,beV VA ueF f(Aa+ pub) =

4. Supongamos que f: V — F es una funciéon que cumple con la propiedad
Va,beV VA ueF f(Aa+ pub) = (1)

Demostremos que en este caso la funcién f es lineal, es decir, es aditiva y homogénea.
En efecto, la propiedad aditiva

flutv) = fu)+ f(v),

se obtiene al aplicar (1)) con

La propiedad homogénea

se obtiene al aplicar (1)) con
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Funcionales lineales y sumas de varios sumandos

5. Aplicar un funcional lineal a una suma de tres sumandos.
Sea f: V — FF un funcional lineal y sean wuy, us, u3 € V. Simplifique la expresion:

Pl g - ug) = F (1 + ) + ) £ ( ) +1(_)

un vector otro ? ?
vector

= H(_ I )

? ? ?

En los pasos (i) y (ii) se aplica la propiedad aditiva de f.

6. Aplicar un funcional lineal a una suma de cuatro sumandos.
Sea f: V — FF un funcional lineal y sean wuy, us, us, uy € V. Simplifique la expresion:

Flur + s+ ug +ug) = f(( )+ us) 2= £ ) + f(ua)

? ?

Dor )+ )+ I ).
~— =~

—~— —~—
? ? ? ?
En el paso se usa el resultado del ejercicio anterior,
—~—

?

y en el paso se aplica la propiedad aditiva de f.
~—~—

7. Aplicar un funcional lineal a una suma de cinco sumandos.

Sea f: V — F un funcional lineal y sean uy,...,us € V. Simplifique la expresién:
5
(i) (ii)
f uj | =f tus | = f + f(us)
2. 2 2
j= 7 j= ?
)
2 I )+ Z I
j= ? ? ?
En los pasos y se usa la definicién de >;
\-\7,-/ \-\?,-/
en el paso se usa el resultado del ejercicio anterior,
\?,-/
y en el paso se aplica la propiedad aditiva de f.
~—~—

?
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8. Funcional lineal y una suma de m sumandos. Sea f: V — F un funcional lineal,

seam € {1,2,...} y sean uy,...,u, € V. Entonces se cumple la siguiente férmula:
m
f = : (2)
; ? j=z ?

Demostremos esta férmula por induccion sobre m.

9. Base de induccién (m = 1).
Para m = 1 ambos lados de son iguales a y por lo tanto coinciden.
———

10. Paso inductivo. Supongamos que la férmula es valida para m sumandos (es
nuestra hipdtesis de induccion):

m

f = 7
S )y
? J= ?
y la demostremos para m + 1 sumandos:
m+1 0
ap3 A DN / ()
= ~—~— = ~ = o ~—~— ——
? ? u ? ?
(ii) (iii)
2 () .
j=1 ? ? J=1 7
En los pasos y se usa la definicién inductiva de »_,
\?/-/ \?,-/
y en el paso se aplica la hipdtesis de induccién.

11. Funcional lineal y una combinacién lineal. Sean f: V' — F un funcional lineal,
me{1,2,...},up, ..., Uy, €V yA,..., A\, €F. Entonces

f(i;Ajuj) NUR 3 f(v) (ii) 5 £ )

? ? ?

En el paso se aplica la formula ,
~—~— —~—

? ?
y en el paso se usa la propiedad del funcional f.
—~— \ /
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