Representacion de funcionales lineales
en espacios euclidianos y unitarios

Objetivos. Demostrar que todo funcional lineal ¢ en un espacio euclidiano (V, (-, -)) se
puede representar como ¢(v) = (u,v), donde u es un vector del espacio V. Demostrar que
la correspondencia entre u y ¢ es biyectiva y lineal conjugada.

1. Proposicion. Sea V un espacio vectorial complejo con producto interno y sea u € V.
Entonces el siguiente funcional ¢: V' — C es lineal:

o(v) = (u,v) Yo e V.
2. Ejercicio. Demuestre la proposicion.
3. Ejemplo. Consideremos una funcién ¢: C3 — C,
o(x) = (5 +1i)xy + Txe + 3izs.

Es facil ver
p(r) = (u, x),

donde
5—1)
U = 7
—31

4. Teorema de Riesz—Fréchet de representaciéon de funcionales lineales en es-
pacios con producto inteno, el caso de dimensién finita. Sea V' un espacio vectorial
complejo o real de dimensién finita 7 con un producto interno (-, -) y sea ¢ € V*. Entonces
existe un tnico vector u € V' tal que

o(v) = (u,v) Yo eV. (1)

Demostracion. Idea clave: buscar coordenadas de « en una base ortonormal.
Consideremos sélo el caso complejo. Sea (by, ..., b,) una base ortonormal de V.

Unicidad de u. Sea u un vector que satisface . Escribamos u como una combinacion
lineal de los elementos de la base by, ..., b,:

k=1

Sustituyendo en (1)) obtenemos que
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Para un j € {1,...,n} arbitrario ponemos v = b; en la igualdad :
= <Z s bj> =D NG =2A;
k=1 k=1
De alli A\; = ¢(b;), asi que u se expresa a través de ¢ y by, ..., b, de manera tnica:
U= Z ©(b;)b;
j=1

Existencia de w. Definamos u mediante la férmula

u= Z ©(b;)b;
j=1

y demostremos que u satlsface 1 . Para cualquier vector v = >";_, Bxb obtenemos que
(o < Y ) =373 ety )
Jj=1 k=1 j=1

Brp(br) = (Z @J?k) = (v O

5. Ejemplo en R%. El funcional lineal ¢: R* — R definido mediante

k=1

o(x) =4y — Tag + 323 + 4
se puede escribir en forma
p(r) = (r,y)=2"y  VreR

si ponemos

6. Ejemplo en C3. El funcional lineal ¢: C3 — C definido mediante
o(x) = (4 —5i)xy +ize+ (74 21)z3

se puede escribir como
p(z) =(x,y) =y'x  VoeC?

donde y* =7,
4+5i1
y=| -—i
7—2i
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7. Proposicién (biyeccién candnica de un espacio unitario sobre su espacio
dual). Se V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita n con un producto interno
(-,-). Entonces la aplicacién ¥: V' — V* definida mediante

U(u)(v) = (u,v) Vu,v eV
es biyectiva y conjugada lineal:
\Il()\lul + /\QUQ) = >\_1\I/<’LL1) + /\_Q\I/(Ug)

8. Ejercicio. Demuestre la proposicién. Sugerencia: para demostrar que la aplicacion ¥
es inyectiva, aplique el funcional W(u; — uy) al vector v = u; — us.
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