Inversas de las matrices triangulares superiores

Ejercicios

Objetivos. Demostrar que la inversa a una matriz triangular superior también es trian-
gular superior.

Requisitos. Algoritmo de inversiéon de una matriz con la eliminacién gaussiana, opera-
ciones elementales, matrices triangulares superiores.

Definicién de matrices triangulares superiores (repaso)

Notacién para el conjunto de las matrices triangulares superiores.
En el conjunto M,,(R) de las matrices reales cuadradas de orden n consideramos los
siguientes subconjuntos:

ut, (R) := las matrices triangulares superiores;

UT,(R) := las matrices triangulares superiores invertibles.

Notacién para la matriz identidad.
Denotamos por I,, a la matriz identidad de orden n:

I, = [5i,j]zj:1.

1. Descripcion formal de las entradas por debajo de la diagonal principal. Sea
A e M,(R) ysean i,j € {1,...,n}. Si dice que la entrada A;; esta por debajo de la
diagonal principal si los indices i y j estén relacionados de la siguiente manera (ponga =,
<0 >):
1 J.
~—~—
?
2. Definicién de las matrices triangulares superiores.
Escriba la definiciéon formal del conjunto de las matrices triangulares superiores:

ut, (R) = {A e M, (R): A;; =0 para todos i,j € {1,...,n} tales que }
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Operaciones elementales por renglones (repaso)

3. Aplique la operacién elemental indicada:

Ag A A
Asr Agg Agg
Az Asy Aszg

Ry (—)Rg

4. Aplique la operacién elemental indicada:

An Aip A B
1 %=

As1 Agg Ags

Asz1 Agp Asg

5. Sea A € M, (R) y sea B la matriz obtenida de A al multiplicar el p-ésimo renglén por
A, es decir

Rp*=\
LA

A

Exprese la (p, j)-ésima entrada de la matriz B a través de una entrada de la matriz A:

B.

Bp,j =

6. Aplique la operacién elemental indicada:

A1,1 A1,2 A1,3 " \R

3 += AR2
A2,1 A2,2 A2,3 —
Asz1 Agp Asg

7.Sea A € M, (R) y sea B la matriz obtenida de A al sumar al g-ésimo renglén el p-ésimo
multiplicado por A:

Ry +=AR,
A Y

A

Exprese la (g, j)-ésima entrada de la matriz B a través de algunas entradas de la matriz

A:

B.

B

g3 =
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Operaciones elementales y matrices triangulares superiores

8. Ejemplo. Consideremos una matriz triangular superior de orden 3:

-3 7 2
A= 0 2 -1
0 0 4

Aplique a la matriz A las operaciones elementales indicadas y determine si el resultado
es una matriz triangular superior o no:

—3 7 2
0 2 —1 | Bef

0 0 4]

3 7 2] I ]
0 9 _1 R3+=5R1

0 0 4]

(3 7 2] | ]
0 2 —1 | B

0 0 4]

[ -3 7 2]
0 2 —1 | f2==5

0 0 4]

9. Tipos de operaciones elementales que siempre convierten matrices triangu-
lares superiores en matrices triangulares superiores.

Basandose en los resultados del ejercicio anterior adivine cudles de las siguientes opera-
ciones elementales al aplicarlas a una matriz triangular superior siempre producen una
matriz triangular superior:

O R, R, conp#q;
O R;+=AR, conp < g;
O  R,+=AR, conp > g;
O Ryx=Acon \#0.
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Operaciéon R, * = X aplicada a una matriz triangular superior
produce una matriz triangular superior
Demostremos de manera formal la regla escrita arriba.

10. Sea A € ut,(R), seap € {1,...,n}, sea A € R, A # 0, y sea B la matriz obtenida de
A al multiplicar el p-ésimo renglén por A:

B.

Rpx= A\
e

A
Demuestre que la matriz B es triangular superior.

Solucion. La condiciéon A € ut,(R) significa que

Ai;j=0 siempre que
?
Hay que demostrar que B € ut,(R), esto es,
B;;=0 siempre que

?

La operacién elemental R, * = AR, no afecta a los renglones con indices . ..

Por lo tanto es suficiente demostrar que

Bp,j - O \V/j
N——

?
Por la definicién de la operacién elemental R, *x = A, podemos expresar B, ; de la siguiente
manera;
B, =

p.J
N————

?

Sig , entonces por la condiciéon A € ut,(R) obtenemos
———

Ap,j =
~———

y por lo tanto B, ; = 0. O

Inversas de las matrices triangulares superiores, ejercicios, pagina 4 de 8



Operaciéon R, + =AR, con p < q
aplicada a una matriz triangular superior
produce una matriz triangular superior

Demostremos de manera formal la regla escrita arriba.

11. Sea A € ut,(R), sean p,q € {1,...,n} tales que p < ¢, sea A € R y sea B la matriz
obtenida de A al sumar al ¢-ésimo renglén el p-ésimo multiplicado por A:

Rq+=AR,
R

A B.

Demuestre que la matriz B es triangular superior.
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Calculo de la inversa a una matriz triangular superior (ejemplo)

12. Calcule la inversa de la matriz dada:

9 —4 -3
A=1]0 3 1
0 0 —1
Solucion.
29 -4 -3|1 0 0] 2 4 =310 0| rs-sn
0 3 1/01o0|®B=5%10 3 1]l01 0| ="
0 0 —1]0 0 1 0 0 —1]0 0 1
Rg*:% Ry +=
3 LTy
i 7 1 0 0
Rl*:
= o 1 0
I | 0 0 1
De aqui
Al =

Resumen: la matriz A= es ...

y sus entradas diagonales estas relacionadas con las entradas diagonales de la matriz A
de la siguiente manera:

(A =
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Calculo de la inversa a una matriz triangular superior (otro ejem-
plo)

13. Calcule la inversa de la matriz dada:

4 =2 5
A=0 1 -1
0 0 -3

14. Tipos de operaciones elementales que se usan para invertir una matriz
triangular superior.

Determine qué tipos de operaciones elementales se usan para invertir una matriz triangular
superior:

R, < R, con p # q;

O  Ry;+=AR, con p < g;
O  R,+=AR, conp > g;
O  R,*=A\con \#0.
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Algoritmo del calculo de la matriz inversa
de una matriz triangular superior

15. Escriba el algoritmo.
Entrada: matriz triangular A con entradas diagonales no nulas.
Salida: matriz C' inversa a la matriz A.
n = el orden de la matriz A;
C' = la matriz identidad de orden n;
Parap:=mn,..., 1
Aplicar a la matriz A la operacién elemental [, x =7
Aplicar a la matriz C' la misma operacion elemental R, * =7
Parag=1,...,p—1:
Aplicar a la matriz A la operacién elemental R, + =7
Aplicar a la matriz C' la misma operacion elemental R, + =7

Regresar: la matriz C'.

16. Demuestre que durante todo el proceso de la ejecucién del algoritmo la matriz C' es
triangular superior.

17. Explique que pasa con las entradas diagonales de la matriz C' cuando se aplican las
operaciones elementales de la forma R, + =...

18. Explique que pasa con las entradas diagonales de la matriz C' cuando se aplican las
operaciones elementales de la forma R, * =. ..
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