Examen Extraordinario de Algebra I1I, licenciatura

El Examen a Titulo de Suficiencia de Algebra IIT abarca los siguientes temas:

1.
2.
3.
4.

D.

Formas bilineales y cuadraticas.
Valores y vectores propios.
Forma canédnica de Jordan.
Espacios con producto interno.

Operadores en espacios con producto interno.

Para cada uno de estos temas hay una lista de problemas tedricos. En el examen no pongo problemas
tedricos que no estén en las listas.
Los problemas numéricos (Problema 2 y Problema 3) son sélo de los tipos que estdn en esta guia.

Enunciados y definiciones
que se pueden incluir en el examen

10.
11.
12.

13.

14.
15.

. Definicion de la matriz asociada a una forma bilineal con respecto a una base.
. Férmula del cambio de la matriz asociada a una forma bilineal al cambiar la base del espacio.

. Definicion de forma cuadrdtica.

Definicion de la matriz asociada a una forma cuadrdtica con respecto a una base.

. Identidad de paralelogramo para formas cuadraticas.

. Identidades de polarizaciéon para una forma bilineal simétrica.

Definicién de los indices de inercia (llamados también la signatura) de una forma cuadrética, a
través de las dimensiones de ciertos subespacios.

Teorema de los indices de inercia de una forma cuadratica cuya matriz es diagonal con respecto
a una base.

. Definicién de walor propio de un operador lineal.

Definicién de wvector propio de un operador lineal.
Definicion de valor propio de una matriz cuadrada.
Definicion de wvector propio de una matriz cuadrada.

Sean A € Cy A € My(C). ;Cuédndo A es un valor propio de A?. Escriba al menos 4 condiciones
equivalentes.

Definicién del polinomio minimo de operador lineal.

Relaciones entre el polinomio caracteristico y el polinomio minimo (raices y divisibilidad).



16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.
37.
38.

39.

Definicion de la multiplicidad algebraica y de la multiplicidad geométrica de un valor propio.
;,Cuando un operador lineal es diagonalizable?. Escriba por lo menos 4 condiciones equivalentes.
Teorema del mapeo del espectro.

Definicién de la exponencial de una matriz cuadrada.

Férmula para calcular exp(tD), donde D € M;,(C) es una matriz diagonal.

Teorema de la descomposicién primaria de un operador lineal.
Definicion de operador lineal nilpotente y de su indice de nilpotencia.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial complejo de dimension finita. ;Cuando T es
nilpotente?. Escriba por los menos 3 condiciones equivalentes.

Férmula para calcular f(Jx(A)), donde f es un polinomio y Jx(A) es el bloque de Jordan de orden
k con entrada diagonal A.

Formula para calcular el niimero de los bloques de Jordan de orden k con entrada diagonal A en
la forma candnica de Jordan de un operador lineal.

Férmula para calcular exp(t]2(A)) v exp(t]J3(A)), donde t € R.

Definicion de producto interno.

Desigualdad de Schwarz.

Identidades de polarizacién para el producto interno en el caso real.

Identidad de polarizacién para el producto interno en el caso complejo.

Definicién de la norma inducida por un producto interno.

Teorema generalizado de Pitagoras.

Teorema de la proyeccién ortogonal de un vector al subespacios generado por vectores no nulos.
Desigualdad de Bessel.

Teorema de la representacién de funcionales lineales en un espacio euclidiano o unitario (teorema
de Riesz—Fréchet en el caso de dimensién finita).

Definicién de la matriz de Gram de una lista de vectores.
Formulas del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

Teorema de la conservaciéon de los subespacios en el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt.

Definicion, existencia y unicidad de la transformacién adjunta a una transformacion lineal en
espacios euclidianos o unitarios.



40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.

49.

Relacion entre la imagen de una transformacion lineal y el nicleo de su adjunta.

Definiciones de operadores normales, autoadjuntos (hermitianos) y unitarios.

Definiciones de matrices normales, autoadjuntas (hermitianas) y unitarias.

Sea A € My (C). ;Cudndo A es unitaria?. Escriba por lo menos 5 condiciones equivalentes.
Teorema de la triangulacion de Schur de un operador lineal.

Teorema de la triangulacion de Schur de una matriz.

Teorema de la descomposicién de Schur (o diagonalizacién unitaria) de una matriz normal.
Teorema de la descomposicién de Schur (o diagonalizacién unitaria) de una matriz autoadjunta.
Definicion de proyeccion ortogonal.

Criterio de proyeccién ortogonal.



Algebra II1, licenciatura. Examen Extraordinario. Variante «.

Formas bilineales y cuadrdticas. Valores y vectores propios. Forma candnica de Jordan. Producto
interno.

Nombre: Calificacién:

Problema 1. 15%.
Escriba los siguientes enunciados y definiciones:

A. Definicion: la matriz asociada a una forma cuadrdtica con respecto a una base.
B. ;Cuéando un operador lineal es diagonalizable?. Escriba por lo menos 4 condiciones equivalentes.

C. Identidades de polarizacién para el producto interno en el caso real.

Problema 2. 15%.

Aplique el proceso de ortogonalizacién a los vectores aj,az, a3 € R* Concluya si los vectores
aj, dy, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos by, by, by son
ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, bs).

1 0 —7

—1 2 0

ar = -3 ) a; = 1 ) as = 2
6 —7 10

Problema 3. 24 %.
Haga el analisis espectral de la matriz A segin el siguiente plan:

I. Calcule el polinomio caracteristico y el espectro de la matriz A.
II. Para cada uno de los valores propios construya una base del subespacio propio.
ITI. Determine si A es diagonalizable.

IVa. Si A es diagonalizable, entonces construya una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales
que AP = PD. Haga la comprobacién de la dltima igualdad.

IVb. Si A no es diagonalizable, entonces construya su forma candnica de Jordan J. También puede
construir una matriz invertible P tal que AP = P] y hacer la comprobacion.

V. Escriba el polinomio minimo de A.

3 -5 4
A=| 1 3 -8
11 -6
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Problema 4. 15%.
Sea V un espacio vectorial real y sea f: V x V — R una forma bilineal. Demuestre que existe un
unico par ordenado (g,h) de formas bilineales tales que g sea simétrica, h antisimétrica y se cumpla
la igualdad f = g+ h.

Problema 5. 15%.
Demuestre que para toda matriz cuadrada A € My, (C) su matriz transpuesta AT tiene el mismo
polinomio caracteristico y el mismo espectro que la matriz A:

Ca=Car,  Sp(AT)=Sp(A).

Problema 6. 15%.
Demuestre que para toda matriz cuadrada A € My (C) su matriz transpuesta AT tiene el mismo
polinomio caracteristico y el mismo espectro que la matriz A:

Ca=Cpr,  Sp(AT)=Sp(A).

Problema 7. 15%.

Sean ap, ap, az vectores de un espacio vectorial V con producto interno y sean by, by, bz los vectores
que se obtienen de aj, ay,az al aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Demuestre
que el espacio S; generado por aj, ay, az coincide con el espacio S, generado por by, by, bs.

Problema 8. 15%.
Construya un ejemplo de una matriz P € M>(R) que no sea diagonal y que cumpla con las igualdades
PZ=Py Pl =P.

Problema 9. 20%.
Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita n, y sea T: V — V una transformacion lineal
de rango uno, es decir, dim(im(T)) = 1. Demuestre que se tiene uno y sélo uno de los siguientes dos
casos:

1) T es diagonalizable o 2) T es nilpotente.
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Algebra ITI, licenciatura. Examen Extraordinario. Variante f.

Formas bilineales y cuadrdticas. Valores y vectores propios. Forma candnica de Jordan. Producto
mterno.

Nombre: Calificacién:

Problema 1. 15%.
Escriba los siguientes enunciados y definiciones:

A. Teorema de los indices de inercia de una forma cuadratica cuya matriz es diagonal con respecto
a una base.

B. Definicién: operador lineal nilpotente y su indice de nilpotencia.

C. Definiciones: operadores normales, autoadjuntos (hermitianos) y unitarios.

Problema 2. 15%.

Haga el siguiente anélisis de la forma cuadratica q(x) := x" A x asociada a la matriz A. Encuentre
una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales que PTAP = D. Haga la comprobacién de la
ultima igualdad. Escriba los indices de inercia ry y r— de q. Nota: el par ordenado (ry,r_) se llama la
signatura de . Determine qué valores (positivos, negativos, nulos) puede tomar q(x) cuando x # 0.

1 -2 2
A=|-2 4 -4
2 -4 6

Problema 3. 2/ %.
Haga el analisis espectral de la matriz A segiin el siguiente plan:

I. Calcule el polinomio caracteristico y el espectro de la matriz A.
II. Para cada uno de los valores propios construya una base del subespacio propio.
III. Determine si A es diagonalizable.

IVa. Si A es diagonalizable, entonces construya una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales
que AP = PD. Haga la comprobacién de la tltima igualdad.

IVb. Si A no es diagonalizable, entonces construya su forma candnica de Jordan J. También puede
construir una matriz invertible P tal que AP = PJ y hacer la comprobacién.

V. Escriba el polinomio minimo de A.

—4 6 6
A=| —6 8 6
-3 3 5
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Problema 4. 15%.
Demuestre que la funcién q: R? — R definida mediante la siguiente regla no es una forma cuadratica:

q(x) = 3x1x2 + xg.

Problema 5. 15%.
Dé un ejemplo de matriz A € M;3(R) tal que el tnico valor propio real de A sea 0 pero A3 # 0.

Problema 6. 15%.
Dé un ejemplo de matriz A € M;3(R) tal que el tinico valor propio real de A sea 0 pero A3 # 0.

Problema 7. 15%.
Sean S1, S, subespacios de un espacio vectorial V con producto interno. Exprese (S; + S2)T a través
de S% y SZL. Hay que escribir la férmula y demostrarla.

Problema 8. 15%.
Sea f(A) = co+ ciA+coA? + ...+ A" el polinomio caracteristico de una matriz A € My (C). Calcule
el polinomio caracteristico de su matriz transpuesta conjugada A*.

Problema 9. 20%.
Demuestre que si la siguiente matriz A es diagonalizable, entonces es nula.

0 o« P
A=|[0 0 v
0 0 0
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Algebra III, licenciatura. Examen Extraordinario. Variante vy.

Formas bilineales y cuadrdticas. Valores y vectores propios. Forma candnica de Jordan. Producto
mterno.

Nombre: Calificacién:

Problema 1. 15%.
Escriba los siguientes enunciados y definiciones:

A. Definicién: vector propio de un operador lineal.

B. Foérmula para calcular el niimero de los bloques de Jordan de orden k con entrada diagonal A en
la forma candnica de Jordan de un operador lineal.

C. Teorema de la triangulacién de Schur de un operador lineal.

Problema 2. 15%.

Aplique el proceso de ortogonalizacién a los vectores aj,a,a3 € R* Concluya si los vectores
aj, d, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos by, by, bz son
ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, b, bs).

4 8 0
2 —2 24
a) = -3 | a; = 2 | as = 16
1 4 24

Problema 3. 2/ %.
Haga el analisis espectral de la matriz A segin el siguiente plan:

I. Calcule el polinomio caracteristico y el espectro de la matriz A.
II. Para cada uno de los valores propios construya una base del subespacio propio.
III. Determine si A es diagonalizable.

IVa. Si A es diagonalizable, entonces construya una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales
que AP = PD. Haga la comprobacién de la tltima igualdad.

IVb. Si A no es diagonalizable, entonces construya su forma candnica de Jordan J. También puede
construir una matriz invertible P tal que AP = PJ y hacer la comprobacién.

V. Escriba el polinomio minimo de A.

213
A=|-5 3 4
—4 1 5
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Problema 4. 15%.
Demuestre que la funcién q: R? — R definida mediante la regla de correspondencia

qx) = [ x1 Xz][:? Z][Z]

es una forma cuadrética en R?, esto es, encuentre una forma bilineal simétrica f: R? x R? — R tal que

q(x) = f(x,x).

Problema 5. 15%.
Sea A € M;(C) una matriz diagonalizable cuyo espectro consiste en un sélo elemento. Demuestre que
existe un « € C tal que A = al,.

Problema 6. 15%.
Sea A € M;(C) una matriz diagonalizable cuyo espectro consiste en un sélo elemento. Demuestre que
existe un « € C tal que A = «l,,.

Problema 7. 15%.
Sean V, W espacios vectoriales reales con producto interno y sea T: V — W una transformacién lineal
que preserva norma:

YveV I™VIlw = [[v]v-

Demuestre que T preserva producto interno:

Ya,b eV (Ta, Tb)w = (a, b)y.

Problema 8. 15%.
Consideremos el espacio My (R) de las matrices reales cuadradas de orden n con producto interno

X, Y) = tr(XTY).

Para cualquier matriz fija A € M, (R) definamos el operador lineal Ma: M, (C) — M, (C) por la
siguiente regla de correspondencia:
Ma (X) = XA.

Encuentre el operador adjunto (Ma)*.

Problema 9. 20%.
Sea A € M, (C) una matriz autoadjunta. Demuestre que la matriz exp(i A) es unitaria.
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Algebra III, licenciatura. Examen Extraordinario. Variante 8.

Formas bilineales y cuadrdticas. Valores y vectores propios. Forma candnica de Jordan. Producto
mterno.

Nombre: Calificacién:

Problema 1. 15%.
Escriba los siguientes enunciados y definiciones:

A. Criterio del valor propio de un operador lineal (varias descripciones del espectro). Por lo menos
4 condiciones equivalentes.

B. Identidad de polarizacion para el producto interno en el caso complejo.

C. Definicién: forma cuadrdtica.

Problema 2. 15%.

Haga el siguiente anélisis de la forma cuadratica q(x) := x" A x asociada a la matriz A. Encuentre
una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales que PTAP = D. Haga la comprobacién de la
ultima igualdad. Escriba los indices de inercia ry y r— de q. Nota: el par ordenado (ry,r_) se llama la
signatura de . Determine qué valores (positivos, negativos, nulos) puede tomar q(x) cuando x # 0.

0 3 6
A=1|3 3 15
6 15 48

Problema 3. 2/ %.
Haga el analisis espectral de la matriz A segiin el siguiente plan:

I. Calcule el polinomio caracteristico y el espectro de la matriz A.
II. Para cada uno de los valores propios construya una base del subespacio propio.
III. Determine si A es diagonalizable.

IVa. Si A es diagonalizable, entonces construya una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales
que AP = PD. Haga la comprobacién de la tltima igualdad.

IVb. Si A no es diagonalizable, entonces construya su forma candnica de Jordan J. También puede
construir una matriz invertible P tal que AP = PJ y hacer la comprobacién.

V. Escriba el polinomio minimo de A.

5 —6 6
A=14 -5 6
2 =2 2
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Problema 4. 15%.
En el conjunto S de las matrices reales simétricas de orden n se define la relacion de congruencia
mediante la siguiente regla:

A=B — 3P € Mn(R) tal que det(P)#£0 y B=PTAP.
Demuestre que la relaciéon de congruencia es reflexiva, simétrica y transitiva.

Problema 5. 15%.
Sea P € M, (C) una matriz tal que P# = P. Demuestre que Sp(P) C {0, 1}.

Problema 6. 15%.
Sea P € M,(C) una matriz tal que P? = P. Demuestre que Sp(P) C {0, 1}.

Problema 7. 15%.
Demuestre que la siguiente funcién es un producto interno en el espacio vectorial de las matrices reales
m X n:

VA, B € My a(R) (A,B) =tr(AT B).

Sugerencia: para demostrar que (A, A) > 0 para toda A # Omn, exprese (A, A) en términos de las
entradas de A.

Problema 8. 15%.
Sea A € My (C) una matriz autoadjunta, esto es, A* = A. Demuestre que todos los valores propios
de A son reales.

Problema 9. 20%.
En el conjunto S de las matrices simétricas reales 3 x 3 consideremos la relacién de congruencia definida
mediante la siguiente regla:

A =B — 3P € M3(R) invertible y tal que B =PTAP.

Se sabe que = es una relacién de equivalencia. Calcule el nimero de clases de equivalencia. Sugerencia:

encuentre un conjunto de matrices D1,...,Dmy € S con m més grande posible tal que ningunas dos
de las matrices Dq,..., Dy, sean congruentes entre si y cualquier matriz A € S sea congruente a una
de las matrices D1,...,Dy.
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