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Signo de una permutacion (repaso)

Si ¢ es igual al producto de k transposiciones, entonces

sgn(yp) =
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Signo de una permutacion (repaso)

Si ¢ es igual al producto de k transposiciones, entonces

sgn(p) = (1)~
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Signo de una permutacién (repaso)

Si ¢ es igual al producto de k transposiciones, entonces

sgn(y) = (—1).

El signo del producto de dos permutaciones se expresa a través de los
signos de los factores mediante la férmula:

sgn(wy) =
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Signo de una permutacién (repaso)

Si ¢ es igual al producto de k transposiciones, entonces

sgn(p) = (1)~

El signo del producto de dos permutaciones se expresa a través de los
signos de los factores mediante la férmula:

sgn(w) = sgn(yp) sgn(1).

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Definicién del determinante 3 de febrero de 2013 4 /31



Signo de una permutacién (repaso)

El signo de la permutacién identidad es
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Signo de una permutacion (repaso)

El signo de la permutacién identidad es 1.

En otras palabras, la permutacién identidad es par.
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de la permutacién identidad es 1.
En otras palabras, la permutacién identidad es par.

i Cudl es la relacién entre sgn(¢o 1) y sgn()?

sgn(p™ ') =
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de la permutacién identidad es 1.
En otras palabras, la permutacién identidad es par.

i Cudl es la relacién entre sgn(¢o 1) y sgn()?

sgn(p 1) = sgn(e).

1

Los signos de ¢ y ¢~ siempre coinciden .
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de cualquier transposicion es
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de cualquier transposicion es —1.
En otras palabras, todas las transposiciones son permutaciones
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de cualquier transposicion es —1.
En otras palabras, todas las transposiciones son permutaciones impares .
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de cualquier transposicién es —1.
En otras palabras, todas las transposiciones son permutaciones impares .

Si ¢ es una permutacidon y 7 es una transposicion, entonces

sgn(pr) =
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de cualquier transposicién es —1.
En otras palabras, todas las transposiciones son permutaciones impares .

Si ¢ es una permutacidon y 7 es una transposicion, entonces

sgn(p7) = — sgn(y)

sgn(Typ) =
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Signo de una permutacién (repaso)

El signo de cualquier transposicién es —1.
En otras palabras, todas las transposiciones son permutaciones impares .

Si ¢ es una permutacidon y 7 es una transposicion, entonces

sgn(p7) = — sgn(y)

sgn(Tp) = — sgn(p),

esto es, la multiplicaciéon por una transposicién cambia el signo .
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Definicién del determinante

Definicién (determinante de una matriz)

Sea A una matriz cuadrada de orden n:

A= (Al

Definimos el determinante de A por medio de la siguiente suma:

det(A) = > sgn() A1 1) A2,002) ** * Anp(n)-
pES,

Sumatoria sobre todas las permutaciones

La sumatoria es sobre todas las permutaciones del conjunto {1,..., n},
esto es, a cada permutacién ¢ € S, le corresponde su propio sumando.
El nimero de sumandos es n!.
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Definicién del determinante

Estructura de cada término del determinante

Consideremos el sumando 6 término del determinante
correspondiente a una permutacion ¢:

n
SgN(P)A1,,(1)A2,0(2)  * * Anp(n)s Mas brevemente, sgn(yp) H A5
i=1

Los indices de filas son 1,2, ..., n. Por eso:

Cada término en la definicién del determinante contiene exactamente
un factor de cada fila de la matriz.

Los indices de columnas (1), »(2),...,®(n) forman una permutacién del
conjunto {1,2,...,n}. Por lo tanto:

Cada término en la definicién del determinante contiene exactamente
un factor de cada columna de la matriz.
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Definicién del determinante

Ejemplo (Uno de los sumandos del determinante de tamafio 4)

Consideremos una matriz de tamarfio 4:

Escribamos el término del determinante, que corresponde a la permutacion

(123 4
= 2 4 1)

v
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Definicién del determinante

Ejemplo (Uno de los sumandos del determinante de tamafio 4)

Consideremos una matriz de tamarfio 4:

Escribamos el término del determinante, que corresponde a la permutacion
(1 2 3 4
7=l l3 241 )
©(1) =3 = de la primera fila tomamos el tercer elemento

A13

v

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Definicién del determinante 3 de febrero de 2013 10 / 31



Definicién del determinante

Ejemplo (Uno de los sumandos del determinante de tamafio 4)

Consideremos una matriz de tamarfio 4:

Escribamos el término del determinante, que corresponde a la permutacion
(1 2 3 4
P=\3 241 )
©(2) =2 = de la segunda fila tomamos el segundo elemento

A13A22

v
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Definicién del determinante

Ejemplo (Uno de los sumandos del determinante de tamafio 4)

Consideremos una matriz de tamarfio 4:

Escribamos el término del determinante, que corresponde a la permutacion
(1 2 3 4
P=\3 241 )
©(3) =4 = de la tercera fila tomamos el cuarto elemento

A13A22A3 4

v

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Definicién del determinante 3 de febrero de 2013 10 / 31



Definicién del determinante

Ejemplo (Uno de los sumandos del determinante de tamafio 4)

Consideremos una matriz de tamarfio 4:

Escribamos el término del determinante, que corresponde a la permutacion
(1 2 3 4
Y=\ 3 241 )

©(4) =1 = de la cuarta fila tomamos el primer elemento

A13A22A34A41.

v
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Definicién del determinante

Ejemplo (Uno de los sumandos del determinante de tamafio 4)

Consideremos una matriz de tamarfio 4:

Escribamos el término del determinante, que corresponde a la permutacion

(1234
Y= 2 4 1)
Al fin, vemos que ¢ = c(1,3,4), d(p) =2y sgn(p) = (—1)> = 1.

+ A13A22A34A41.

v
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Definicién del determinante

Ejemplo (Otro sumando del determinante de tamafio 4)

A1 A A1z Aig
A Ar1 Axp Az Axg
A31 Azz A3z Aszgs

Ag1 Asp Az Agg

Ahora escribamos el término del determinante que corresponde a la

permutacion
(1 2 3 4
Y=\a312)
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Definicién del determinante

Ejemplo (Otro sumando del determinante de tamafio 4)

A1 Aip Az Aig
A Ar1 Axp Az Axg
A31 Azz A3z Aszgs

Ag1 Asp Az Agg

Ahora escribamos el término del determinante que corresponde a la
permutacion
(1 2 3 4
P7\a 31 2)

Al
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Definicién del determinante

Ejemplo (Otro sumando del determinante de tamafio 4)

A1 Aip Az Aig
A Ax1 Axpx Az Axg
A31 Azz A3z Aszgs

Ag1 Asp Az Agg

Ahora escribamos el término del determinante que corresponde a la
permutacion
(1 2 3 4
P=\a 31 2)

A1,4A23
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Definicién del determinante

Ejemplo (Otro sumando del determinante de tamafio 4)

A1 Aip Az Aig
A Ax1 Axpx Az Axg
A31 Azp Az3z Aszg

Ag1 Asp Az Agg

Ahora escribamos el término del determinante que corresponde a la
permutacion
(1 2 3 4
P=\4a 31 2)

A1,4A23A31
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Definicién del determinante

Ejemplo (Otro sumando del determinante de tamafio 4)

A1 Aip Az Aig
A Ax1 Axpx Az Axg
A31 Azp Az3z Aszg

Ag1 Asp Az Agg

Ahora escribamos el término del determinante que corresponde a la
permutacion
(1 2 3 4
P7\4a312)

A1,4A23A31A42.
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Definicién del determinante
Ejemplo (Otro sumando del determinante de tamafio 4)
A=| 2

Ahora escribamos el término del determinante que corresponde a la

permutacion
(1 2 3 4
Y=\a312)

0 =1c(1,4,2,3), d(¢) =3 y sgn(yp) = —1.

— A14A23A31A42.
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Definicién del determinante

Ejemplo (Un sumando del determinante de tamafio 5)

Para una matriz de tamafo 5, escribamos el sumando del determinante

» 1 2 3 45
que corresponde a la permutacién ¢ = 3154 2]
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Definicién del determinante

Ejemplo (Un sumando del determinante de tamafio 5)

Para una matriz de tamafo 5, escribamos el sumando del determinante
1 2 3 45

que corresponde a la permutacién ¢ = 3154 2]

O O O e O
® O O O O
O O O O e
cC @ O O O
o O e O O

Eligimos los componentes correspondientes de la matriz.
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Definicién del determinante

Ejemplo (Un sumando del determinante de tamafio 5)

Para una matriz de tamafo 5, escribamos el sumando del determinante

» 1 2 3 45
que corresponde a la permutacién ¢ = 3154 2]
sgn(p) = -1

O O O e O
® O O O O
O O O O e
cC @ O O O
o O e O O

Calculamos el signo de la permutacion.
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Definicién del determinante

Ejemplo (Un sumando del determinante de tamafio 5)
Para una matriz de tamafo 5, escribamos el sumando del determinante
ue corresponde a la permutacién ¢ = - 28 48
. 2 B Y={3 15 4 2]
O O e O O
® O O O O©
0O o0 0 O e sgn(p) = —1
O O O e O
O @€ O O O
—A13A21A35A4,4A5.
Escribimos la respuesta.
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Definicion del determinante

Ejercicios

Ejercicio

Para una matriz de orden 5, escribir el sumando del determinante que
corresponde a la permutacién

(12345
$=\3 425 1/

Ejercicio
Para una matriz de orden 4, escribir el sumando del determinante que
corresponde a la permutacién

(123 4
Y=\l21 4 3)"
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Determinante de tamano 1

Veamos como se aplica la definiciéon general al caso trivial n = 1.
Calculemos el determinante de la matriz de tamafio n = 1:

A=[ Al
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Determinante de tamano 1

Veamos como se aplica la definiciéon general al caso trivial n = 1.
Calculemos el determinante de la matriz de tamafio n = 1:

A=[ Al

El conjunto S; consiste en una séla permutacién, ya que 1! = 1.
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Determinante de tamano 1

Veamos como se aplica la definiciéon general al caso trivial n = 1.
Calculemos el determinante de la matriz de tamafio n = 1:

A=[ Al
El conjunto S; consiste en una séla permutacién, ya que 1! = 1.

Escribimos esta permutacién y el sumando correspondiente:

)

. 1
@:|d:(1>; sgn(p) =1 — A11.
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Determinante de tamano 1

Veamos como se aplica la definiciéon general al caso trivial n = 1.
Calculemos el determinante de la matriz de tamafio n = 1:

A=[ Al

El conjunto S; consiste en una séla permutacién, ya que 1! = 1.
Escribimos esta permutacién y el sumando correspondiente:

)

. 1
@:|d:(1>; sgn(p) =1 — A11.

Por eso
det{ A1,1 } = Al,l-
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Determinante de tamano 2

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 2:

A1 A2
A= | b1 M2
[ A1 Azp ]

v
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Determinante de tamano 2

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 2:

A1 A2
A= | b1 M2
[ A1 Azp ]

El conjunto S consiste en dos permutaciones (2! = 2).

v
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Determinante de tamano 2

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 2:

A1 A2
A= |11 412 1
[ A1 Azp ]

El conjunto S consiste en dos permutaciones (2! = 2).
Escribamos estas permutaciones, sus signos y sumandos correspondientes:
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Determinante de tamano 2

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 2:

A1 A2
A= |11 412 1
[ A1 Asp ]

El conjunto S consiste en dos permutaciones (2! = 2).
Escribamos estas permutaciones, sus signos y sumandos correspondientes:

1 2
Y = ( 1 2 ) Sgn((p) =1 — A1,1A2,2;

v
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Determinante de tamano 2

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 2:

A1 A2
A= |11 f12 1
[ Ax1 Az ]

El conjunto S consiste en dos permutaciones (2! = 2).
Escribamos estas permutaciones, sus signos y sumandos correspondientes:

1 2
Y = ( 1 2 ) Sgn((p) =1 — A1,1A2,2;

1 2
Y= ( 5 1 ) sgn(yp) = —1 = —A12A21.
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Determinante de tamano 2

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 2:

A1 A2
A= |11 412 1
[ A1 Azp ]

El conjunto S consiste en dos permutaciones (2! = 2).
Escribamos estas permutaciones, sus signos y sumandos correspondientes:

1 2
Y = ( 1 2 > Sgn((p) =1 — A1,1A2,2;

1 2
Y= ( 5 1 ) sgn(yp) = —1 = —A12A21.
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

En vez de det(A) también se escribe |A|.
Ejemplo

~N N
Il
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

En vez de det(A) también se escribe |A|.
Ejemplo
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

En vez de det(A) también se escribe |A|.
Ejemplo

3 2
eI
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

En vez de det(A) también se escribe |A|.
Ejemplo

3 2
‘1 7 ‘—3-7—2-1—21—2—19.
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

Ejemplo

Ejemplo

En vez de det(A) también se escribe |A|.

3 2
‘1 7 ‘—3-7—2-1—21—2—19.

7 -2
5 —4
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

Ejemplo

Ejemplo

-2

En vez de det(A) también se escribe |A|.

3 2
‘1 7 ‘—3-7—2-1—21—2—19.

o1~

—4
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Determinantes de tamano 2
Ejemplos

Ejemplo

Ejemplo

=2

En vez de det(A) también se escribe |A|.

3 2
‘1 7 ‘—3-7—2-1—21—2—19
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Determinantes de tamano 2

Ejemplos
En vez de det(A) también se escribe |A|.

Ejemplo

3 2
‘1 7 ‘—3-7—2-1_21—2_19.

Ejemplo

'7 T2 7. (—4)—(-2)-5=-28+10= 18,

5 —4
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Determinantes de tamano 2

Ejercicios
Ejercicio
-3 8|
4 1|
Ejercicio
2 1|
—4 -2
Ejercicio
cosa —sena |
senaw  cosa |
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

Al A Args
Ar1 Axp Az | =
Az1 Azp Aszz

v
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

Al A Args
Ar1 Axp Az | =
Az1 Azp Aszz

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

A1 Az Az
Ar1 Aop Axsz | = A11A22A33
As1 Asp A3z

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.

(123
BN 1 2037

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Definicién del determinante 3 de febrero de 2013

19 /31



Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

A1 A Ais
Ar1 Asp Az | = A11A22A33 — A11A23A3)
Asz1 Asp As3z

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.

3
;)=

2
2
(123 _
N1 3 2 )7
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

Al A Ags
Ar1 Axp Axsz | = A11A22A33 — A11A23A32 — A12A21A33
As1 Asp A3z

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.

3
;)1

%)
09
=]
Y
==
=N w N N DN
N W
~_—
Il
—
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

Al A Ags
Ar1 Axp Az | = A11A22A33 — A11A23A32 — A12A21A333
A1 Azz Asgs + A12423A31

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.

3 1 2 3
3>—1 sgn<231>—1

%)
09
=]
Y
==
=N w N N DN
N W
~_—
Il
—
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:
Al A Args
As1 Ao A3z | = A11A20A33 — A11A23A32 — A12A21A33
Azl Asp Az + A12A23A31 + A13A21A32

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.

12 3)_, 12 3)_,
123 )7 €Ml 231 )7
1 2 3 _ 4 1 2 3 1
€M\ 13 2 )7 €31 2)7
<on 1 2 3 1
Ml213)7
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Determinante de tamano 3

Calculemos el determinante de una matriz de tamafio n = 3:

Al A Args
Ar1 Aop Az | = A11A22A33 — A11A23A32 — A12A21A333

Azl Asp Asgs + A12A23A31 + A13A21A32 — A13A22A31.

S3 contiene 3! = 6 permutaciones. Calculamos sus signos
y escribimos los correspondientes sumandos del determinante.

3 1 3
3>—1 sgn(2 1)-1
3
=

=N w N N DN
N W
~_—
Il
—
7
o
>
VS
w =
N N =N w N
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | =
A3l Az Asg3

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

v

Egor Maximenko (ESFM del IPN) Definicién del determinante 3 de febrero de 2013 20 /31



Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | =
A3l Az Asg3

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

v
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | = A1,1A22A33
A3l Az Asg3

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

. 1 2 3
1 23

v
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | = A1,1A22A33 + A1 0A23A31
A3l Az Asg3

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

. 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31

v
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | = A1,1A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32
A3l Az Asg3

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 312

v
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | = A1,1A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32
A3l Az Asg3

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 312

v
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

A1 A Az
Avi Asp Aoz | = ALiAaAss + ArpAr3Ass + AizAriAsp
As1 Asp Asgs — A11A23A32

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

(22) (332) (5%3)
(152)
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag

A1 Ao Az | = A1,1A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32

As1 Asp A — A1,1A23A32 — A12A21A33

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 312
1 2 3 1 2 3
1 3 2 21 3

v
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Determinante de tamafio 3 (férmula de Sarrus)

Al A Ag
A1 Ao Az | = A1,1A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32
Asi Asp Ass — A11A23A32 — A12A21A33 — A13A22A31.

Para memorizar mejor la férmula para el determinante de tamafio 3
escribimos por separado las permutaciones pares e impares:

SELIRCE NN

w N
N W
~_
~/
N =
= N
w W
~_
~/
w =
NN = N
= W N W
~_ ~_

v
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Calculo de determinantes de tamano tres

Ejercicios

Usando la férmula de Sarrus, calcule los siguientes determinantes:

-5
1
2

w N W

&~ =
1N

1 2
-1 1
-2 -1

1
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@ Determinante de la matriz transpuesta
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Determinante de la matriz transpuesta
Teorema

Sea A € M,(C). Entonces det(AT) = det(A).
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Determinante de la matriz transpuesta

Teorema

Sea A € M,(C). Entonces det(AT) = det(A).

Demostracién.

det(AT) = Y sgn(e) [T A
=il

©YESH

por la definicién de la matriz transpuesta
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Determinante de la matriz transpuesta

Teorema

Sea A € M,(C). Entonces det(AT) = det(A).

Demostracién.

det(AT) = > sgn(@)_l_ﬂ[Asa(i)J [ i

©YESH

=
s |
'l"/\
N~
»v
N—r
| FS——

cambiamos el indice en el producto (¢ es una biyeccién)

O]

3 de febrero de 2013 23 /31
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Determinante de la matriz transpuesta

Teorema

Sea A € M,(C). Entonces det(AT) = det(A).

Demostracién.

©YESH

det(A") = ngn(so)l_ﬂIAw(iw [ P 1((130]

n
= > sen(e ) [ Acprn
k=1

©ESH

O]

3 de febrero de 2013 23 /31
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Determinante de la matriz transpuesta

Teorema

Sea A € M,(C). Entonces det(AT) = det(A).

Demostracién.

pESH

det(AT) = > sgn(so)_l_ﬂ[“sa(i)’i l = 1(80 ]

=Y sgn(e ™) [ Acprn) P = w‘l]
k=1

©ESH

cambiamos el indice en la sumatoria (¢ — ¢! es una biyeccién)

O]

3 de febrero de 2013 23 /31
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Determinante de la matriz transpuesta
Teorema

Sea A € M,(C). Entonces det(AT) = det(A).

Demostracién.

det(AT) = > sgn(so)l_ﬁ[Aga(i),i l ik:: ‘1(80 1

©YESH

=Y sgn(e ™) [ Acprn) P = w‘l]
k=1

©ESH
= Z sgn(w) H Ak,lb(k) = det(A)
YES, k=1

O]

3 de febrero de 2013 23 /31
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Determinante de una matriz diagonal

Una matriz A = [A,-J]" _

ij=1 € llama matriz diagonal si todas sus entradas

fuera de la diagonal principal son iguales a cero:

Vije{l,...,n} (i;éj — A,-J:o).

Teorema (determinante de una matriz diagonal)

El determinante de una matriz diagonal es igual al producto de sus
entradas diagonales:

Ain 0 0 0
0 A 0 0
det| 0 0 Ass 0 | =Ai1h: - Any
0 0 o0 Ann
v
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Determinante de una matriz diagonal

det(diag(ALl, A2,2, Ce An,n)) = A1’1A2’2 cee An,n-
Demostracion.

1

1. Notemos que a la permutacion identidad id = 1

le corresponde el producto de las entradas diagonales.

NN
w W
S 3
N——
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Determinante de una matriz diagonal

det(diag(ALl, A2’2, Ce An,n)) = A171A2’2 s A,,7,,.

Demostracion.

1. Notemos que a la permutacion identidad id = i

NN
w W
S 3
N—

le corresponde el producto de las entradas diagonales.

2. Vamos a mostrar que los demas sumandos del determinante son 0.
Usaremos la hipétesis que A es diagonal: A; j = 0 siempre que i # j.
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Determinante de una matriz diagonal

det(diag(ALl, A2’2, ce aAn,n)) = A171A2’2 s A,,7,,.

Demostracion.

NN
w w

1. Notemos que a la permutacion identidad id = i

le corresponde el producto de las entradas diagonales.

2. Vamos a mostrar que los demas sumandos del determinante son 0.

Usaremos la hipétesis que A es diagonal: A; j = 0 siempre que i # j.

Sea ¢ € S,y ¢ # id. Entonces existe i tal que (i) # i.
(En efecto, si (i) = i para todos i, entonces ¢ = id.)
Para este indice i se cumple A; ;) =0,

y el sumando correspondiente a ¢ es cero.
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Determinante de una matriz triangular superior

. n . . .
Una matriz A = [A;;];._, se llama triangular superior si todas sus

entradas por debajo de la diagonal principal son cero:

Vi,je{l,...,n} (i>j = A;;=0).
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Determinante de una matriz triangular superior

. n . . .
Una matriz A= [A; ], ._, se llama triangular superior si todas sus

i

entradas por debajo de la diagonal principal son cero:
vije{l....n} (i>j = Ay;=0).

Teorema (determinante de una matriz triangular superior)

El determinante de una matriz triangular superior es el producto de sus
entradas diagonales:

A1 A Az ... Aip
0 A2’2 A2’3 .. Az’,,

det 0 0 A373 000 A37n = A1’1A272 Ce An,n'
0 0 0 ... Am,
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Determinante de una matriz triangular superior
Para demostrar el teorema necesitamos un lema.
Lema

Sea v € S,, ¢ # id. Entonces existe i € {1,...,n} tal que i > p(i).
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Determinante de una matriz triangular superior
Para demostrar el teorema necesitamos un lema.
Lema

Sea v € S,, ¢ # id. Entonces existe i € {1,...,n} tal que i > p(i).

Demostracién del lema.

Razonando por constraposicién supongamos que

Vie{l,...,n} ()=
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Determinante de una matriz triangular superior
Para demostrar el teorema necesitamos un lema.

Lema

Sea v € S,, ¢ # id. Entonces existe i € {1,...,n} tal que i > p(i).

Demostracién del lema.

Razonando por constraposicién supongamos que

vie{l,...,n} (i) >i.

p(n)zn = ¢(n)=n
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Determinante de una matriz triangular superior
Para demostrar el teorema necesitamos un lema.

Lema
Sea v € S,, ¢ # id. Entonces existe i € {1,...,n} tal que i > p(i).

Demostracion del lema.

Razonando por constraposicién supongamos que
Vie{l,...,n} o(i) > i.

p(n)zn = ¢(n)=n

pe(n—1)>n-1 = o(n—1) e {n—1,n}.
Como ¢ es inyectiva y el valor n ya estd ocupado, p(n—1) =n—1.

Continuando de esta manera obtenemos que ¢(i) = i para todo i,
lo cual significa que ¢ es la permutacion identidad. Contradiccion. Ol

v
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Determinante de una matriz triangular superior

Demostracion del teorema.

1. Notemos que a la permutacién identidad id =

= =
NN
w W
S S
~_

le corresponde el producto de las entradas diagonales.
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Determinante de una matriz triangular superior

Demostracion del teorema.

= =
NN
w W
S

1. Notemos que a la permutacién identidad id =

le corresponde el producto de las entradas diagonales.

2. Vamos a mostrar que todos los demas sumandos del determinante
contienen factores nulos y por eso son iguales a cero.

Usaremos la hipétesis del teorema que A es triangular superior,

esto es, A;; = 0 siempre que i > j.
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Determinante de una matriz triangular superior

Demostracion del teorema.

= =
NN
w W
S

1. Notemos que a la permutacién identidad id =

le corresponde el producto de las entradas diagonales.

2. Vamos a mostrar que todos los demas sumandos del determinante
contienen factores nulos y por eso son iguales a cero.

Usaremos la hipétesis del teorema que A es triangular superior,

esto es, A;; = 0 siempre que i > j.

Sea p € S,y ¢ #id. Por el lema, (i) < i para algin i.
Para este indice i se cumple que A; ;) =0,
y el sumando correspondiente a ¢ es cero.
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Determinante de una matriz triangular inferior

Definicion

Una matriz se llama triangular inferior si todos sus componentes por arriba
de la diagonal principal son ceros.

Teorema

El determinante de una matriz triangular inferior es el producto de sus
entradas diagonales.

Ejercicio
Demuestre este teorema usando la manera de la demostracion del teorema
anterior (sobre el determinante de una matriz triangular superior).

Ejercicio
Demuestre este teorema usando el resultado del teorema anterior
y el teorema sobre el determinante de la matriz transpuesta.

v
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Ejercicio

Determinante de una matriz cuyas entradas
por arriba de la antidiagonal principal son cero

Calcular sgn(yp) para

- 1 2 n—1 n
Y=\ n n-1 2 1)
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Determinante de una matriz cuyas entradas
por arriba de la antidiagonal principal son cero

Ejercicio

Calcular sgn(yp) para

- 1 2 ... n—1 n
Y=\n n=1 ... 2 1]

Ejercicio

Calcular el determinante de la matriz

o 0 ... 0 Atn
0 0 ... A1 A
0 An—1,2 o An—l,n—l An—l,n
An,l An,2 cee An,n—l An,n
y
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