Descomposicion de permutaciones
en productos de transposiciones

Objetivos. Demostrar que toda permutacion se puede escribir como un producto de
transposiciones. Demostrar que el niimero minimo de factores en este producto coincide
con el decremento de la permutacién.

Requisitos. Descomposicion de permutaciones en ciclos disjuntos, producto de un ciclo
por una transposicion.

Descomposicién de permutaciones en ciclos disjuntos (repaso)

1. Descomposicién de permutaciones en ciclos disjuntos (repaso). Toda permu-
tacion se puede escribir como un producto de ciclos disjuntos.

2. Producto de dos ciclos que tienen un elemento en comin (repaso). Sean
p.q € Ztalesque l <p<g<myseana,...,a,...,a algunos elementos de {1,...,n}
diferentes a pares. Entonces

Cnlay, ..., ap)cplay, ... a,) = cplay, ... ap, ... a,).

3. Producto de un ciclo por una transposicién que tiene un elemento comun

con el ciclo (repaso). Sea p € {1,...,n — 1} y sean ay,...,ap,a,1 algunos elementos
de {1,...,n} diferentes a pares. Entonces
Cnlar, ... ap)cnlap, api1) = cplag, ..., ap, api1).

4. Producto de un ciclo por una transposicién de dos elementos de ciclo (re-
paso). Sean ay, ..., ap,...,a, clementos de {1,...,n} diferentes a pares. Entonces

Cn(ay, ... ap, ..., aq) cnlag, ay) = cplan, ..., ap) cp(apit,--.,aq).

5. Teorema sobre el cambio del decremento de una permutacién al multipli-
carla por una transposicién (repaso). Sea ¢ € S,, y sean p,q € {1,...,n} con p # q.
Entonces

d(¢) — 1, sipy g pertenecen a un ciclo en la descomposicién de ¢;

d(¢) + 1, en otro caso.

d(¢7pq) = {
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6. Corolario (repaso). Sea ¢ € S, y sean «y, ..., q; algunas transposiciones tales que

gp:odl...ak_

Entonces

d(p) < k.
7. Corolario (repaso). Sea ¢ € S, y sean «y, ...,y algunas transposiciones tales que
Entonces

Descomposicion de permutaciones en transposiciones

De lo anterior siguen inmediatamente las siguientes proposiciones:

8. Todo ciclo de longitud r es un producto de r — 1 transposiciones. Sean
ai,...,a, elementos de {1,...,n} diferentes a pares. Entonces

Cn(ah cee 7a'r’> - Cn(al, a2) Cn(a27 a3) te Cn(ar—la a'r’>‘

9. Teorema. Sea ¢ € S,. Denotemos d(y¢) por d. Entonces existen d transposiciones
aq, ..., qq tales que
80 _— al .. Oéd

Si k < d, entonces no existen transposiciones i, ..., 0, tales que ¢ = aq - - - .

En otras palabras, el teorema dice que cualquier permutacién ¢ se puede descomponer
en un producto de d(¢p) transposiciones y no se puede descomponer en un producto de k
transposiciones con k < d. Este significa que d(¢) es el niimero minimo de factores que
se necesitan para descomponer @ en un producto de transposiciones.
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10. Ejemplo. Dada una permutacién ¢ € Sjg, calcular d(¢) y descomponer ¢ en un
producto de d(¢) transposiciones. Hacer la comprobacion.

/12345 6789 10
{6 139102847 5 )

Solucion detallada. Descomponemos ¢ en ciclos disjuntos. Més precisamente, escribimos
la representacion ciclica candénica completa y la representacion ciclica candnica reducida:

Y = Clo(l, 6, 2) Cw(?)) C10(4, 9, 7, 8) C10(5, 10)
= Clo(l, 6, 2) 010(4, 9, 7, 8) C10(5, 10)

De aqui
dlp)=B-1)+(1-1)+(4-1)+(2-1)=10—4=6.

Escribimos cada ciclo de longitud r» como un producto de r — 1 transposiciones:
c10(1,6,2) = c10(1,6) c10(6, 2), c10(4,9,7,8) = ¢10(4,9) ¢10(9,7) c10(7, 8).
Obtenemos una descomposicién de ¢ en un producto de 6 transposiciones:
Y = T1,676,274,979,777,875,10-

Hacemos la comprobacion. Recordamos que para multiplicar rapidamente ¢ por 7, ,, hay
que intercambiar en la segunda fila de v los elementos que estan en las posiciones p y q.

(123456789 10\

"6e=\6 923451789 10)°

(123456 789 10

T,67T6,2 = 6 1345 2 7 89 10 )"

(1 3456 789 10\

TL6T62Ta9 = | ¢ 3952784 10)
123456 789 10

T1,6T6,2T4,97T9,7 = 6 1 395 2 4 8 7 10 ;
123456 789 10

T1,676,2T4,979,7T7.8 = 6 1 395 2 8 4 7 10 ;

1234 5 6 7 8 9 10
T1,676,274,979,777,875,10 = 6 1 3 9 10 2 8 4 7 5 =y v -
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11. Ejemplo. Dada una permutacién ¢ € Sy, calcular d(¢) y descomponer ¢ en un
producto de d(¢) transposiciones. Hacer la comprobacion.

(1234567289
Y=\ 28 7649315)"
Solucion breve.
Y = C(l, 2, 8) C(S, 7) 0(4, 6, 9, 5) = 7—1,27_2,87_3,77—4,67_6,97_9,5; d((p) = 6

Comprobacién:

T2 =(2,1,3,4,5,6,7,8,9);
--728—(283456 7,1,9);
= (2,8,7,4,5,6,3,1,9);
=(2,8,7,6,5,4,3,1,9);
--769—(2876593 1,4);
Tos = (2,8,7,6,4,9,3,1,5) =

12. Ejercicio (potencias pares de una transposicién). Sean > 2yseap € {1,2,...}.
Muestre que 7‘12§ = e. En otras palabras, cualquier potencia par de una transposicién es
igual a la permutacion identidad.

13. Ejercicio. Sea n > 2, sea ¢ € S, y sea k un ntiimero entero mayor o igual que d(y)
y de la misma paridad que d(p):

k>d(e),  (-1F= (-1
Demuestre que existen k transposiciones aq, ..., ay tales que

(p:al.ak
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