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Objetivos

Demostrar el criterio de matriz diagonalizable,

en términos del polinomio minimal (o en términos de los polinomios anuladores).
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Prerrequisitos

Propiedades del anillo de polinomios P(K) sobre un campo K.

o Cada ideal del anillo P(K) es un ideal principal.

El teorema de Cayley—Hamilton.

Polinomios basicos de Lagrange y la particién de la identidad.
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@ Polinomios anuladores de una matriz (repaso)

© Polinomios basicos de Lagrange (repaso)

© Criterio de matriz diagonalizable
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Definition (El polinomio evaluado en una matriz)
Sea K un campo, sea A € M,(K) y sea f € P(K), con

P
f(x) = Z fiex*.
k=0
Se define el polinomio f evaluado en la matriz A como:

p
F(A) =3 RAK = (AP + F 1 AP L A+ ol
k=0

Los polinomios evaluados en una matriz A, denotados como Pa(K),

forman un anillo conmutativo con identidad:

(Pa(K),+, In)-
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Polinomio anuladores

El polinomio f se dice anulador de la matriz A si f(A) = 0,.
Anuladores de A = Ja = {f € P(K) | f(A) = 0,}.
El conjunto Ja4 cumple la propiedad de absorcién (p - Ja C Ja), lo cual lo vuelve un ideal:

Vf € s, Vp € P(K) = (p- f)(A) = p(A) - f(A) = 0,.

Ja es no trivial:

Cayley-Hamilton = det(A — x/) € Ja \ {0}.
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Ja es un ideal principal

Ja es generado por un (nico polinomio ménico minimal.

Im=x"+mx" 4+ dmy€ds : Ja=P(K)-m
m es minimal respecto al grado del polinomio ménico:
Vr=x*+mx5 14 41 € P(K), deg(r) < deg(m) = 7(A) #0,
Sean A ~ B matrices similares: A= PDP~!
(Ak = PDP~'PDP™!... PDP™' = PD*P™' AaA = P(aD)P™') = (f(A) = Pf(D)P1).

Por lo tanto:
Las matrices similares tienen el mismo polinomio minimal y el mismo conjunto de anuladores.
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Los polinomios anuladores de una matriz diagonal

(D = diag(M1,...,\y) A f€ P(K)) — (D) = diag(f(\), ..., f(\n)).

Entonces:
n
La(x) = H(x — Ai) € Ja,  pero no es necesariamente el minimo.
i=1
Consideremos {{1,...,&m} = {A1,...,An}, donde &1, ..., & son distintos los unos de los
otros:
m
Anulador minimal de D = ma(x) = H(x - &)
i=1

producto de polinomios ménicos de grado 1 sin repeticién
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Polinomios basicos de Lagrange (repaso de la definicién)

Supongamos que aji, ..., am son algunos nimeros complejos, distintos por pares.

Para cada j en {1,..., m}, definimos

¢ =

ked{l,...mHI\{j}

hi(x) =¢; H (x — ak).
ke{l,...mI\{j}
Ademas, introducimos
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Algunas propiedades de los polinomios basicos de Lagrange (repaso)

(] hj(ak) =0k -

o ¢f(x) = (x — aj)hj(x).

hi=1.

m
Jj=1

e Sij # k, entonces f | hjhy.

e Paracadaj, (x—oj)|(1—hj).
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Criterio de matriz diagonalizable

Teorema

Sea A € M,(K). Si el polinomio minimal de A se descompone en raices simples,
entonces A es diagonalizable.
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Descomposicion por Polinomios de Lagrange

ma(x) = (x —a1) -+ (x — am)



Descomposicion por Polinomios de Lagrange

ma(x) = (x — a1) - (x — am)

~
hl(X):H X — Oy hm(X):H X — Oy

kilal—ak k;émam_ak




Descomposicion por Polinomios de Lagrange
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Descomposicion por Polinomios de Lagrange

ma(x) = (x — a1) - (x — am)

~
hl(X):H X — Oy hm(X):H X — Qg

kilal—ak k;émam_ak

¥
lpky=Mm+- -+ hnm

I, = hl(A) + -+ hm(A) = i Pi; Py = hk(A)




Descomposicion por Polinomios de Lagrange

ma(x) = (x — a1) - (x — am)

~
(x) = [ —= hm(x) = J] =2

kilal—ak k;émam_ak

¥
lpky=Mm+- -+ hnm

I, = hl(A) + -+ hm(A) = i Pi; Py = hk(A)

¥

m
K=Y "imP;.
i=1
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Propiedades de P;

Si j # k, entonces hjhy tiene todos los factores de mga, ergo

hi(A)he(A) = PP, = 0.
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Propiedades de P;

Si j # k, entonces hjhy tiene todos los factores de mga, ergo
hi(A)hx(A) = PjP, = 0.

Por lo tanto,

P? = P (/— > Pk) =P

ke{1,...m\{j}
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Propiedades de P;

Si j # k, entonces hjhy tiene todos los factores de mga, ergo

hi(A)he(A) = PP, = 0.

Por lo tanto,

ﬁ:a@- > ﬂ):&

ke{1,...m\{j}

PJ?:PJ-.

En particular, esto implica que  im(P;) = ker(/ — P;).
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x — «;) € Ja
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

h,‘(X)(X—Oé,') € Ja — P,-(A—a,-l) =0
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0

coim P C ker(A — ail).
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0
coim P C ker(A — ail).

x—aj|1—h;
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0
coim P C ker(A — ail).

xmoplloh = 1 b= g0 (x - o)
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0
coim P C ker(A — ail).

x—ajll—h = 1-h=qxX)(x—¢qo;)) = [—-Pj=q(A(A—qjl)
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Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0
coim P C ker(A — ail).
xcap i = 1h=ab)x-a) = - Pi=g(A) A~ )

. ker(A — ajl) C ker(l — Pj) = im P;.

im(P;) = ker(A — a;l)



Los subespacios im(P;) son subespacios propios

hi(x)(x—a;))€da = Pi(A-qil)=0 = (A—a;l)P;=0
coim P C ker(A — ail).
xcap i = 1h=ab)x-a) = - Pi=g(A) A~ )

. ker(A — ajl) C ker(l — Pj) = im P;.

im(P;) = ker(A — a;l) K" = @ ker(A — a;l)

14/14



	Polinomios anuladores de una matriz (repaso)
	Polinomios básicos de Lagrange (repaso)
	Criterio de matriz diagonalizable

