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Objetivos

Demostrar el criterio de matriz diagonalizable,
en términos del polinomio minimal (o en términos de los polinomios anuladores).

2 / 14



Prerrequisitos

Propiedades del anillo de polinomios P(K ) sobre un campo K .

Cada ideal del anillo P(K ) es un ideal principal.

El teorema de Cayley–Hamilton.

Polinomios básicos de Lagrange y la partición de la identidad.
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1 Polinomios anuladores de una matriz (repaso)

2 Polinomios básicos de Lagrange (repaso)

3 Criterio de matriz diagonalizable
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Definition (El polinomio evaluado en una matriz)
Sea K un campo, sea A ∈ Mn(K ) y sea f ∈ P(K ), con

f (x) =
p∑

k=0
fkxk .

Se define el polinomio f evaluado en la matriz A como:

f (A) :=
p∑

k=0
fkAk = fpAp + fp−1Ap−1 + · · · + f1A + f0In.

Los polinomios evaluados en una matriz A, denotados como PA(K ),
forman un anillo conmutativo con identidad:

(PA(K ), +, ·, In).
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Polinomio anuladores

El polinomio f se dice anulador de la matriz A si f (A) = 0n.

Anuladores de A = JA :=
{
f ∈ P(K ) | f (A) = 0n

}
.

El conjunto JA cumple la propiedad de absorción (p · JA ⊆ JA), lo cual lo vuelve un ideal:

∀f ∈ JA, ∀p ∈ P(K ) =⇒ (p · f )(A) = p(A) · f (A)︸ ︷︷ ︸
=0n

= 0n.

JA es no trivial:
Cayley–Hamilton =⇒ det(A − xI) ∈ JA \ {0}.
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JA es un ideal principal
JA es generado por un único polinomio mónico minimal.

∃! m = xη + m1xη−1 + · · · + mη ∈ JA : JA = P(K ) · m

m es minimal respecto al grado del polinomio mónico:

∀τ = x s + τ1x s−1 + · · · + τs ∈ P(K ), deg(τ) < deg(m) =⇒ τ(A) ̸= 0n

Sean A ∼ B matrices similares: A = PDP−1

(Ak = PDP−1PDP−1 · · · PDP−1 = PDkP−1 ∧ αA = P(αD)P−1) =⇒ (f (A) = Pf (D)P−1).

Por lo tanto:
Las matrices similares tienen el mismo polinomio minimal y el mismo conjunto de anuladores.
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Los polinomios anuladores de una matriz diagonal
(
D = diag(λ1, . . . , λn) ∧ f ∈ P(K )

)
=⇒ f (D) = diag(f (λ1), . . . , f (λn)).

Entonces:

LA(x) =
n∏

i=1
(x − λi) ∈ JA, pero no es necesariamente el ḿınimo.

Consideremos {ξ1, . . . , ξm} = {λ1, . . . , λn}, donde ξ1, . . . , ξm son distintos los unos de los
otros:

Anulador minimal de D = mA(x) =
m∏

i=1
(x − ξi)︸ ︷︷ ︸

producto de polinomios mónicos de grado 1 sin repetición
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Polinomios básicos de Lagrange (repaso de la definición)
Supongamos que α1, . . . , αm son algunos números complejos, distintos por pares.

Para cada j en {1, . . . , m}, definimos

cj := 1∏
k∈{1,...,m}\{j}

(αj − αk)
,

hj(x) := cj
∏

k∈{1,...,m}\{j}
(x − αk).

Además, introducimos

f (x) :=
m∏

j=1
(x − αj).
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Algunas propiedades de los polinomios básicos de Lagrange (repaso)

hj(αk) = δj,k .

cj f (x) = (x − αj)hj(x).

m∑
j=1

hj = 1.

Si j ̸= k, entonces f | hjhk .

Para cada j , (x − αj) | (1 − hj).
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Criterio de matriz diagonalizable

Teorema
Sea A ∈ Mn(K). Si el polinomio minimal de A se descompone en ráıces simples,
entonces A es diagonalizable.
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Descomposición por Polinomios de Lagrange
mA(x) = (x − α1) · · · (x − αm)

h1(x) =
∏
k ̸=1

x − αk
α1 − αk

hm(x) =
∏

k ̸=m

x − αk
αm − αk

1P(K) = h1 + · · · + hm

In = h1(A) + · · · + hm(A) =
m∑

i=1
Pi ; Pk := hk(A).

Kn =
m∑

i=1
im Pi .
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Propiedades de Pi

Si j ̸= k, entonces hjhk tiene todos los factores de mA, ergo

hj(A)hk(A) = PjPk = 0.

Por lo tanto,

P2
j = Pj

I −
∑

k∈{1,...,m}\{j}
Pk

 = Pj .

P2
j = Pj .

En particular, esto implica que im(Pj) = ker(I − Pj).
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Los subespacios im(Pj) son subespacios propios

hi(x)(x − αi) ∈ JA

=⇒ Pi(A − αi I) = 0 =⇒ (A − αi I)Pi = 0

∴ im Pi ⊆ ker(A − αi I).

x − αj | 1 − hj =⇒ 1 − hj = q(x)(x − αj) =⇒ I − Pj = q(A)(A − αj I)

∴ ker(A − αj I) ⊆ ker(I − Pj) = im Pj .

im(Pj) = ker(A − αj I) Kn = ⊕n
j=1 ker(A − αj I)
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