Cambio de las coordenadas de un funcional lineal
al cambiar la base del espacio

Objetivos. Comprender como se cambiar las coordenadas de un funcional lineal ¢ € V*
al cambiar la base del espacio V.

Requisitos. Cambio de base, matriz de transicién, base dual, representacién matricial de
un funcional lineal, unicidad de la representacion matricial de un funcional lineal.

1. Matriz de transicién (repaso). Sean A = (a4,...,a,) y A" = (a},...,a)) bases de
un espacio vectorial V. Entonces la matriz de transicion se define como la matriz cuyas
columnas son las vectores columnas de coordenadas de los vectores a}, ..., a, respecto a
la base A:

PA,A’ = [ (al)fAv SR (an):4 } :

2. Representacién matricial de un funcional lineal (repaso). Sea V un EV/F y sea
A = (ay,...,a,) una base de V. Denotemos por F a la base dual asociada a .A. Entonces
para todo ¢ € V* y todov € V,

p(v) = SOJTEUA-

3. Unicidad de la representacién matricial de un funcional lineal (repaso). Sea
V un EV/F, sea A = (a4, ...,a,) una base de V' y sea F = (x1, ..., Xn) la base dual a A.
Supongamos que ¢ € V* ¢ € F" y para todov € V

o) =clvy.

Entonces pr = c.

4. Proposicién (cambio de las coordenadas de un funcional lineal al cambiar la
base del espacio; cambio de la base dual al cambiar la base del espacio). Sean
Ay A’ bases de un espacio vectorial V' y sean F y F’ las bases duales correspondientes.
Entonces para todo ¢ € V* se tiene:

Pr = P,I,A/SOP (1)

donde P4 4 es la matriz de transicién. Esto significa que la matriz de cambio de bases
duales se puede calcular de la siguiente manera:

Priy =Py (2)
Demostracion. Para todo v € V' se tiene:
-
orvw = o) = pzva = orPaavay = (Piaypr) va.

Por la unicidad de representacién matricial de funcionales lineales, ¢z = Pl werF- Luego
por la unicidad de la matriz que representa el cambio de coordenadas, de sigue . O
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5. Ejemplo. Sea I' = (71,72, 73) la base dual a la base canénica € = (ey, €2, e3) de R3 y
sea U = (11, 19,13) la base dual a la base B = (b, by, b3) de R3, donde

1 4 5
bl - 3 5 bg - 3 y b3 - —1
2 3 1

I. Calcule las matrices de transicion Pe g, Por y Prw.
II. Escriba los funcionales v, 95, 93 de manera explicita y compruebe que ¢;(b;) = 6; ;.

III. Calcule las coordenadas del funcional p(z) = 2z + 629 — 3 respecto a la base U y
haga la comprobacion.

Solucion. 1. Como & es la base candnica de R?, las columnas de la matriz Pe 5 son sim-
plemente los vectores by, by, bs:

1 4 5
PE,B: |: (b1)$7 (b2)57 (b3)5 ] = |: b17 b27 b3 j| - 3 3 —1
2 3
Por la féormula del cambio de la base dual,
1 3 2
Pyr=Plg=|4 33
5 —1 1
Calculamos la matriz Pr ¢ como la inversa a la matriz Py r:
[ 1 3 2|1 00 Ry +=—4R, 1 3 2 1 00 -
4 3301 0| B=2 0 —9 —5|—4 1 0| Bt=2
|5 -1 1|0 0 1 0 —-16 -9|-5 0 1
1 3 2] 1 00| m+=—2r [1 =1 0|-5 4 =2 Ri+=Ro
0 -9 —5|—4 1 0| 2= 109 10|11 —9 5| fef="2
0 2 1 3 -2 1 0 21 3 -2 1
(1 0 0 6 -5 3
010 11 -9 5
|00 1|19 16 -9
Por lo tanto
6 -5 3
Pry=Pyr = 11 -9 5. (3)
—-19 16 -9

II. Segtn el resultado ,

Y = 671 + 117y, — 1973, g = =571 — 972 + 1673, Y3 =371+ 5% — 9. (4)
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En otras palabras, para todo z € R3
U1(x) = 621 + 11wy — 1923,  o(x) = —Bxy — 929 + 1623, U3(x) = 321 + Hry — 3.
Comprobemos las relaciones 1;(b;) = ¢; ;. Por ejemplo, 1 (b;) se calcula como
1(b1) = 6791(b1) + 1172(by) — 19793(b1) =6-1+11-3—-19-2=6+33 —38 = 1.
Calculamos 1);(b;) para todos ¢, 7 € {1,2,3}:

bi(b) =6+33-38=1, (b)) =24+33—57=0, a(bs)=30—11—19=0,
Uo(by) = =5 —27T+32 =0, thy(by) = —20— 27+ 48 =1, ho(bs) = —25+ 9+ 16 = 0,
Us(b)) =34+15—18 =0, 3(by) =12+ 15—27=0, ahs(bs)=15—-5-9=1.

ITI. Consideremos el funcional
o(x) = 2z1 + 62y — 3.
Para calcular ¢r evaluamos ¢ en los vectores ey, es, e3:
pler) =2, @(e2) =6,  p(es) = —1.
También podemos notar que
p(z) = (271 + 692 — 73)(2).
De todas manera concluimos que

2
or = 6
—1

Calculamos ¢y usando la matriz de cambio Py r:

1 3 2 2 2+18-2 18
oy =Pyrer=14 3 3 6 |=|8+18-3 =1 23
5 —1 1 -1 10—-6—-1 3
Esto significa que
© = 18ty + 23¢hy + 3hs. (5)

Comprobacién usando y :

o = 18(6v1 + 1179 — 1973) 4+ 23(—571 — 972 + 1673) + 3(371 + 572 — 973)
= (108 — 115 + 9)y1 + (198 — 207 + 15)72 + (—342 + 368 — 27)75
=27 +672—93 vV L

Cambio de las coordenadas de un funcional lineal, pégina 3 de 3



