Propiedad bilineal

Ejercicios

Objetivos. Conocer la definicién de funcional bilineal. Comprender cémo se aplica un
funcional bilineal a combinaciones lineales.

Requisitos. Funcional lineal, propiedad aditiva, propiedad homogénea, combinacion li-
neal, notacién para sumas () ), sumas dobles.

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial sobre un campo F.
1. Definicién (funcional bilineal o forma lineal). Una funcién f: VxV — F se llama

funcional bilineal o forma bilineal si esta funcién es lineal (es decir, aditiva y homogénea)
respecto a cada uno de sus argumentos (mientras el otro argumento est4 fijo):

Yu, v, w € flu+v,w) = flu,w) + ?
el Y
Vu,v eV VY\e fQw,v) = Af(u, v);
el
Yu, v, w € flu,v+w) = f(u,v) + ;
b4 ?
Yu,veV Ve f(u, W) = :
el Yy

2. Ejemplo. Supongamos que f: V x V — R es una funcién bilineal. Sean a,b,c € V.
Entonces

(i)

fla+0b,7c) 0 +f(b,7c) 7f(a,c) +
Y —
Justificacién de los pasos:
(i) propiedad aditiva respecto al argumento;
Lprimero:)rsegundo?
(ii) propiedad respecto al argumento.
jaditiva o?lz)mogénea? Lprimero‘orsegundo?

Propiedad bilineal, ejercicios, pagina 1 de 6



3. Ejemplo. Supongamos que f: V x V — R es una funcién bilineal. Sean a,b,c € V.
Entonces

f(3a,4b+ 5¢) SUN f(3a,4b) + @ 3 + f(a,5¢)
(iif)
3(4 f( ) +
~—— ~~ -~
? ?
(iv)
(3-4) f( )+
~—— ~
? ?
=12 +
W N -~ g
? ?
Justificacion de los pasos:
(i) propiedad aditiva respecto al argumento;
/primero ?),segundor?
(ii) propiedad respecto al argumento;
jaditiva o?l?)mogénea? {primer grsegundo?
(iii) propiedad respecto al argumento;
jaditiva o ?;omogénea? {primer (:,segundo?
(iv) propiedad asociativa de la multiplicacién )
—_——

jenRoen V?

Propiedad bilineal, ejercicios, pagina 2 de 6



Propiedad lineal respecto al primer argumento

Suponemos que f: V x V — [F es un funcional bilineal.

4. Sean ay,as, a3, b € V. Simplifique la expresion:

f(a1 + a9 + as, b) =

5. Sean ay,...,a,, b € V. Simplifique la expresion:
P
(3e) -
j=1

6. Sean a,b,c € V., A\, u € F. Exprese en términos de f(a,c) y f(b,c):

Fha+ pb,c) = f(ra, ) + f( )= flao)+p .
Y el Y

7. Sean a,b,c,d € V, 3, A\, u € F. Exprese en términos de f(a,d), f(b,d), f(c,d):

f(52a + Xb+ pe,d) = f( )+ /f( )+ f( )
= I ) +

8. Sean ay,...,a,beV, A\,..., )\, € F. Exprese a través de f(a;,b):

f <Zp:/\jaj, b) =
j=1
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Propiedad lineal respecto al segundo argumento

Suponemos que f: V x V — [F es un funcional bilineal.

9. Sean a, by, by, b3 € V. Simplifique la expresion:

fla,by + by + b)) =

10. Sean a, by, ...,b, € V. Simplifique la expresién:
q
f <a7 Zbk) -
j=1

11. Sean a,b,c € V, A\, u € F. Exprese en términos de f(a,b) y f(a,c):

J(@, b+ ) = f(a, Ab) + f( )= flab)+p .
Y el Y

12. Sean a,b,c,d € V', s, \, u € F. Exprese en términos de f(a,b), f(a,c), f(a,d):

f(a, 5b+ A+ pd) = f( )+ /( )+ J( )

= o )+

13. Sean a,by,...,b, €V, ..., u, € F. Exprese a través de f(a, by):

f (aa Zﬂkbk> =
k=1
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Propiedad bilineal y combinaciones lineales

14. Notacién ) (repaso). Escriba la siguiente suma de sonriones de manera extensa.
En otras palabras, escriba de manera explicita todos los 3 sumandos:

z@ F(O)

No es necesario saber qué significa un sonrién, solamente hay que sustituir j por 1, luego
por 2y por 3.

15. Sumas dobles (repaso). Sean c;; algunos elementos de F (j € {1,2,3}, k € {1,2}).
Escriba de manera explicita la siguiente suma:

hace el papel
de sonrién;

——
3 2 2 2 2
Z Cik = Z Crk T+ Z Cok T+ Z C3,k
j=1 k=1 k=1 k=1 k=1
= ( ) + (a1 + ) + ( )

Suponemos que f: V x V — F es un funcional bilineal.

16. Sean ay, as, ag, by, by € V. Transformamos la expresion f(a; +ag+ag, by +bs) aplicando
la propiedad aditiva de f respecto al primer argumento y luego la propiedad aditiva de f
respecto al segundo argumento:
flay 4 az + as, by + by)
= flai, b +b2) + f( Sbi+b)+f( L bitb)
—~— —~—

? ?

= fla1,01) + flar,02) + +
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17. Sean ay, . .

.,ap,bl,...,bqev, >\17~~-;)\p7,ul;---

Justifique todos los pasos.
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