Valores y vectores propios
Tareas adicionales

Algunos de estos problemas compuso Gustavo Antonio Sandoval Angeles (como parte
de su servicio social).

Estos problemas son mas dificiles o més laboriosos que los problemas para el examen.
Resolver completamente una subseccién (un microtema) de esta lista ya es un gran reto
y una pequena investigacién cientifica.

Coeficientes del polinomio caracteristico

Aqui en todos los problemas se supone que A es una matriz cuadrada de orden n con
entradas generales pertenecientes a un campo F, es decir, A € M,,(F).

Problemas auxiliares

1. Polinomio caracteristico de una matriz de orden 2 con entradas generales.
Calcule Cy4, donde A es una matriz de orden 2 con entradas generales:

Arg Aip
A= ’ ' .
{ Asy Agy }

2. Definicién del determinante de una matriz (repaso). Recuerde la definicién del
determinante de una matriz cuadrada (en términos de permutaciones).

3. Entradas de la matriz AI,, — A (repaso). Escriba una férmula para la entrada
(7, k) de la matriz A\I,, — A. Use el simbolo de Kronecker.

4. Formula para un sumando del determinante de AI,, — A. Por la definicién del
determinante, el polinomio caracteristico de una matriz A se puede escribir como una
suma de n! sumandos, donde cada sumando s(A, A, ¢) corresponde a una permutacién ¢
del conjunto {1,...,n}.

Ca(A) = det(AL, — A) = > s(A, X, ).

pESy

Escriba una férmula explicita para s(A, A, ¢). Muestre que s(A, A, ¢) es un polinomio de
grado < n.

5. Calcule el sumando s(A, A, e) correspondiente a la permutacién identidad e.
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6. Muestre que si ¢ € S,, y ¢ # e, entonces s(A, A, e) tiene no més de n — 2 entradas de
la diagonal principal de A y por lo tanto es un polinomio de grado < n — 2.

Denotemos los coeficientes del polinomio caracteristico C4 por co, ..., cy:
Ca(N) = oA + o A"+ e+ o

7. El polinomio caracteristico es un polinomio ménico de grado n. Demuestre
que C4 es un polinomio de grado n y que ¢, = 1.

8. El término independiente del polinomio caracteristico. Calcule ¢.

Problemas principales

9. Menores principales. Dada una matriz A € M,,(F) y un subconjunto J del conjunto
{1,...,n}, denotemos por A ;(A) al menor de A ubicado en la interseccién de los renglones
J y de las columnas J. Menores de estas forma (ubicadas en los mismos renglones y
columnas) se llaman menores principales. Para una matriz general A € M,,(F) escriba su
menor principal A; 3(A), es decir, su menor ubicado en la interseccién de los renglons 1y
3 con las columnas 1y 3.

10. Coeficientes del polinomio caracteristico de una matriz 3 X 3. Encuentre
una férmula para los coeficientes del polinomio caracteristico de una matriz general A €
M_;(FF). Para escribir el coeficiente de A! en una forma breve use la notacién del problema
anterior (menores principales). Piense cémo escribir los coeficientes de A3, A\? y \° en
términos de menores principales.

11. Coeficiente de A"~ ! y su relacién con la traza. Demuestre que ¢, _; = — tr(A).

12. Adivine una férmula general para los coeficientes del polinomio caracteristico. Use el
concepto de menores principales.

13. Tarea muy optativa. Encuentre algin libro dénde se demuestre la férmula encon-
trada en el problema anterior.
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Analisis del operador conmutador
con una matriz fija de orden 2

Aqui suponemos que A € Mjy(C) es una matriz fija. Denotamos sus entradas por
a, b, c,d y las consideramos como parametros dados:

a b
o)
Definimos a la funcién 7': M3(C) — My(C) como

T(X)=AX — XA VX € My(C).

Problemas auxiliares

14. Muestre que 7' es un operador lineal.

15. Halle la matriz asociada a 7' respecto a la base canénica de My(C):
10 01 00 0 0
SR LR e F) B b

Problemas principales

16. Encuentre los valores propios de T' (por supuesto, la respuesta debe ser en términos
de a,b, ¢, d).

17. Dé los vectores propios de T

18. Determine si 7" es diagonalizable.
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Espectro del producto de dos operadores lineales
en un espacio de dimension finita
no depende del orden de los factores

En los problemas de esta seccién se supone que V' es un espacio vectorial de dimension
finita y T,U € L(V). Vamos a demostrar que sp(TU) = sp(UT).

Empezamos con A = 0:

19. Sean T,U € L(V) tales que 0 € sp(TU). Demuestre que 0 € sp(UT).

Para resolver el caso principal, A # 0, hay (por lo menos) dos caminos.

Primer camino (construir el operador inverso)

20. Sean Ty U tales que el operador I — T'U es invertible. Denotemos por R al operador
inverso de I — TU:
R=(I-TU)™"

Simplifique los siguientes productos:
(I —TU)R, TUR, R(I-TU), RTU.

21. Sean T y U tales que el operador I — T'U es invertible. Denotemos por R al operador
inverso de I — TU:
R=(I-TU)™"

De los operadores I, T, U y R construya un operador inverso al operador I — UT usando
solamente las operaciones de adicién, subtracciéon y producto. En particular, con esto
tendra demostrado que I — UT es invertible.

22. Sea A tal que A ¢ sp(TU) y A # 0. Usando el resultado del problema anterior
demuestre que A\ ¢ sp(UT).

23. Sea A € sp(TU) tal que A # 0. Usando el resultado del problema anterior demuestre
que A € sp(UT).

Segundo camino (trabajar con valores y vectores propios)

24. Sea A € F\ {0} tal que A es un valor propio de TU. Demuestre que A es un valor
propio e UT'.

De los resultados de los problemas anteriores sigue inmediatamente el resultado principal:

25. Demuestre que sp(TU) = sp(UT).

Valores y vectores propios, tareas adicionales, pagina 4 de 9



Espectro de una proyeccion no trivial

En los problemas de esta seccién se supone que V' es un espacio vectorial de dimension
finita sobre un campo F.

Problemas auxiliares

26. Espectro de una proyeccién. Sea P € L(V) tal que P? = P. Demuestre que
sp(P) C {0, 1}.

27. Espectro del operador cero. Sea P el operador cero: P = 0y _,;y. Demuestre que
P? = Py calcule sp(P).

28. Espectro del operador identidad. Sea P el operador identidad: P = I. Demuestre
que P? = Py calcule sp(P).

Problema principal

29. Espectro de una proyeccién no trivial. Sea V un EV/F, dim(V) < 400, y sea
P e L(V) tal que P* =P, P# I, P # 0. Demuestre que sp(P) = {0,1}.
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Potencias de una matriz cuadrada de orden dos

Problemas auxiliares

30. Teorema de Cayley—Hamilton (repaso). Recuerde el enunciado del teorema de
Cayley—Hamilton.

31. Sean A € M,,(C) y f € P(C). Denotemos por g y r al cociente y al resto al dividir
f entre Cy:
f=qCp+r, deg(r) <777

Establezca una relacién entre f(A) y r(A).

32. Sean «, § dos numeros diferentes y sea f € P(C). Encuentre los coeficientes A, 1 del
resto al dividir f entre (z — a)(x — f):

f(x) = q(z)(z = a)(z = B) + &x + 1. (1)

Sugerencia: a partir de (/1)) formar un sistema de dos ecuaciones lineales para las incégnitas
¢ y n. Para obtener una de estas dos ecuaciones, en la igualdad sustituir x por . Para
obtener la segunda ecuacion, en la igualdad sustituir x por f.

33. Sea a un nimero y sea f € P(C). Encuentre los coeficientes A, o del resto al dividir
f entre (v — a)%

fa) = q(@)(z — )’ + &z + . (2)
Sugerencia: a partir de ([2|) formar un sistema de dos ecuaciones lineales para las incégnitas

¢ y n. Para obtener una de estas dos ecuaciones, puede en la iguadad sustituir r = a.
Para obtener la segunda ecuacion, puede derivar y luego sustituir z = a.

Problemas principales

34. Sean A € M,(C) y m € {1,2,...}. Supongamos que sp(A) = {«, 5}, donde o # .
Encontrar £, € C tales que
A" =EA + ;.

35. Sean A € My(C) ym € {1,2,...}. Supongamos que sp(A) = {a}. Encontrar £,n € C

tales que
A" =EA+nl,.
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Sucesion de Fibonacci
y una progresiéon geométrica de matrices

Problemas auxiliares

La sucesion de Fibonacci (F,)5, se define mediante dos condiciones iniciales
F,=0, F=1 (3)

y una formula recursiva de sequndo orden (es decir, cada elemento F,, se expresa a través
de dos elementos anteriores):

Vn € {2,3,} F,=F, 1+ F,_,. (4)
Los elementos de estas sucesion se llaman niumeros de Fibonacci.
36. Calcule F,, paran =0,1,2,3,4,5,6,7.

Truco principal: pasar de nimeros a vectores. Denotemos por v, al vector formado
por dos elementos sucesivos de la sucesiéon de Fibonacci:

Uy = Fn
" Fn+1 ‘

37. Muestre que las dos condiciones iniciales se pueden escribir como una condicion
inicial para el vector vy:
?
Vo = 2 .

Problemas principales

38. Muestre que las componentes F}, 1 v F, o del vector v,; son combinaciones lineales
de las componentes F), y F,, 1 del vector v,:

Fn+1 = Fn + Fn+1;
~—~— ~—
? ?
Fn+2 - Fn + Fn+1-
\.\?,./ \.\?,./

39. Escriba dos ecuaciones del problema anterior como una ecuacién matricial:

7?7
Un+1 = 2 9 Un-
A
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40. Muestre por induccién que v,, = A™vy.
41. Muestre que F,, es una entrada (;cuédl?) de la matriz A™.

42. (Programacidén, problema optativo). Recordar o buscar en internet el algoritmo
de exponenciacion binaria. Usando este algoritmo (para matrices 2 x 2) y los resultados de
los problemas anteriores escriba un programa que calcule el n-ésimo nimero de Fibonacci
para n grandes. Se recomienda usar lenguajes de programacién que permiten trabajar con
numeros enteros arbitrariamente grandes.

43. Calcule los valores propios de la matriz A.

44. Busque la definicién de la razon dorada ¢ (llamada también razén durea, nimero
dureo). Exprese los valores propios de A en términos de ¢.

45. Calcule los vectores propios de A.
46. Usando los resultados del problema anterior calcule A™.

47. Usando el resultado del problema anterior escriba una férmula explicita para F,.
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Norma de Frobenius y funcion exponencial

Problemas auxiliares

48. Escriba la definicién de la norma de Frobenius de una matriz.
49. Escriba la definicién de convergencia de una sucesién de matrices.

50. Sea (Ay)72,, una sucesion de matrices y sea B una matriz. Demuestre que la sucesién
(Ar)52, converge a B si, y sélo si,

lim || A, — B|r = 0.
k—o00

Problemas principales

51. Propiedad subaditiva de la norma de Frobenius. Demuestre que la funcion
| - ||z cumple con la propiedad subaditiva:

A+ Bllr < |Allr +[[Bllr VA, B € My(C).

52. Propiedad submultiplicativa de la norma de Frobenius. Demuestre que || - || ¢
cumple con la propiedad submultiplicativa:

|AB||r < [[AllrlBllr VA, B e M,(C).
Indicacién: para acotar (AB); ; aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

53. Teorema de Weierstrass para la convergencia de series de matrices. Sea

o0
E Ay una serie de matrices, Ay € M, (C). Supongamos que la serie numérica de sus

k=0
normas de Frobenious converge:

> 1Akl r < 4o
k=0

[e.9]
Demuestre que la serie g Ay converge. Indicacién: use el criterio de Cauchy.
k=0

54. Convergencia de la serie que define la exponencial de una matriz. Demues-
k

(e 9]
tre que para toda A € M, (C) la serie Z 7 converge. Indicacion: use el teorema de

k=0
Weierstrass.

55. Propiedad principal de la funcién exponencial. Sean A, B € M,,(C) tales que
AB = BA. Demuestre que

exp(A) exp(B) = exp(A + B).
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