Triangulacién de Schur (descomposicién de Schur)

Objetivos. Demostrar que para todo operador en un espacio unitario existe una base
ortonormal tal que la matriz asociada es triangular superior. Versién para matrices: toda
matriz compleja cuadrada es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior.

Requisitos. Base ortonormal, matriz asociada, matriz triangular superior, valores y vec-
tores propios, subespacio propio, subespacio invariante, compresion de un operador lineal
a un subespacio invariante.

1 Observacién (repaso: el espectro de un operador lineal en un espacio vectorial complejo
de dimensién finita no es vacio). Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita,
dim(V) > 1, y sea T € L(V). Entonces sp(T") # @. Para la demostracién se considera el
polinomio caracteristico o el polinomio minimo de 7" y se aplica el teorema que cualquier
polinomio de grado > 1 con coeficientes complejos tiene por lo menos una raiz compleja.

2 Observacion (para todo valor propio de un operador lineal en un espacio unitario
existe un vector propio de norma 1). En realidad, si v € V'\ {0y} y Tv = Av, entonces el
vector

1
U=—u
o]
tiene las siguientes propiedades: ||u|| =1y Tu = Au.

3 Lema (de los subespacios invariantes bajo un operador lineal y su adjunto). Sean V' un
espacio unitario, T € L(V) y W un subespacio invariante bajo T. Entonces el subespacio
W+ es invariante bajo T*.

Demostracién. Sea a € W+, esto es, a L W. Entonces para todo w € W tenemos
(T"a,w) = (a,Tw) =0
porque Tw € W. n

4 Lema (criterio para que la matriz asociada a un operador lineal sea triangular superior).
Sean V' un espacio unitario, T € L(V) y B = (by,...,b,) una base de V. Entonces la
matriz Tp es triangular superior si, y solo si,

Vke{l,...,n} Tbkeé(bl,,bk)

Demostracion. Denotemos la matriz Ti por A. Por la definicién de la matriz asociada a
un operador lineal,

n k n
Vee{l,...on}  Tho=Y Apbi= Aubi+ Y Ajsb;.
=1 i=1

j=k+1
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Si A es triangular superior, entonces A, = 0 para j >k, y
k
Tb, = ZAj,kbj € €<b1, .. ,bk>
j=1

Al revés, si Tby, € €(bq,...,by) para cada k, entonces por la unicidad de la descomposicién
de un vector respecto a una base, los nimeros A;; con j > k son cero, lo que significa
que la matriz A es triangular superior. O

5 Teorema (teorema de la triangulacién ortonormal de un operador lineal en un espacio
unitario). Sea V' un espacio unitario y sea T € L(V'). Entonces existe una base ortonormal
B de V' tal que la matriz asociada Ty es triangular superior.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la dimensién del espacio V.

Sea dim(V') = 1. Elegimos un vector normalizado b; en V. Entonces la lista B = (b;)
es una base ortonormal de V. La matriz asociada Tz consiste de una sola componente y
por lo tanto es triangular superior.

Supongamos que la afirmacion del teorema es valida para cualquier operador lineal en
cualquier espacio unitario de dimensién n —1 (es la hipdtesis de induccién). Demostremos
la afirmacién para un operador 7' € L(V') en un espacio unitario V' de dimension n.

Como estamos considerando el caso complejo, el espectro del operador T™ no es vacio.
Sea d,, un valor propio de T™ y sea b,, un vector propio normalizado asociado a d,,. Entonces
¢(b,,) es un subespacio invariante bajo 7™, y su complemento ortogonal

W = 4(b,)*
es invariante bajo 7. Denotemos por R a la compresion de T' al subespacio W:
R:W =W, R(v) :=T(v) Vv e W.

Entonces R € L(W). Notemos que dim (W) = n—1. Por la hipdtesis de induccién aplicada
al espacio W y el operador R, existe una base ortonormal A = (by,...,b, 1) de W tal
que la matriz R4 es triangular superior, esto es,

Tbk:RbkEK(bl,,bk) Vke{l,,n—l} (1)
Como by,...,b,_1 € W = £(b,)*, 1a lista B := (by,...,b,_1,b,) es una base ortonormal
de V. Las igualdades (1) significan que la matriz Tp es triangular superior. O

Ahora veremos la version matricial de este teorema.

6 Definicién (triangulacién de Schur de una matriz compleja cuadrada). Sea A €
M,,(C). Un par de matrices (Q,U), donde @ € U,(C) y U € ut,(C), tales que A = QBQ",
se llama triangulacion de Schur o descomposicion de Schur de la matriz A.
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7 Teorema (triangulacién de Schur de una matriz compleja cuadrada). Sea A € M,,(C).
Entonces existe una matriz unitaria Q@ € U,(C) tal que la matriz Q*AQ es triangular
SUperior.

8 Observacién (la triangulacién de Schur no es tnica). Para toda matriz unitaria @ €
Us(C) tenemos

I, = QLQ",

asi que la factorizacién de Schur de la matriz I no es unica.
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