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La matriz de Vandermonde

Suponemos que xi, ..., X, son algunos nimeros diferentes a pares.
Para n = 4,
2 .3
1 x1 x{ X{
1 x x3 X3
V(x1, X2, X3, Xa) = , 3
1 x3 x5 x3
2 3
1 x4 x5z X3
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La matriz de Vandermonde

Suponemos que xi, ..., X, son algunos nimeros diferentes a pares.
Para n = 4,
1 x1 X12 X13
1 x x22 XS
V(x1, X2, X3, Xa) = , 3
1 x3 x5 x3
1 xg xf xff
En general, con la notacién x = (x1,...,Xn),
n
V(x) = {xjk_l} .
Jik=1
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El polinomio asociado a una lista de coeficientes
Dada una lista de nimeros

c=(c1,c,...,Cn),

denotamos por P el polinomio con estos coeficientes:
n
Pe(t) =t
k=1

Para n =4,

P.(t) = c1 + oot + c3t? + .

4/57



Los valores de un polinomio en varios puntos

Sean x = (xi,...,X,) una lista de nimeros,
c¢=(c1,...,cn) una lista de coeficientes,
y = (y1,...,¥n) la lista de los valores del polinomio P, en los puntos x;:
yj = Pc(x).
[c1 + caxa + c3x2 + x|
%l Pc(Xl) C1 Co X1 C3X7 C4Xq
Vo Pc(x2) a -+ oxo + X3 + axs
¥3 Pc(x3) 1+ X3+ X3 + axd
ya Pec(xa) [C1+ Coxq + C3xf + C4xf_
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Los valores de un polinomio en varios puntos

Sean x = (xi, ..
c=(c,...

y =W

Y1
y2
Y3
VZ!

., Xn) una lista de nimeros,

, Cn) una lista de coeficientes,

yj = Pc(xj).

a + axi 4 axf + axt

a1+ exa + x5 + caxd

C1+ C&x3 + C3X32 + C4X§’

| C1 + CoX4 + C3Xf + C4Xf_

e

,¥n) la lista de los valores del polinomio P, en los puntos x;:

X1
X2
X3

X4

a
8)
a3

Ca
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Los valores de un polinomio en varios puntos

Y1
Y2
y3
Ya

Teorema

C1 + GXxo + C3X22 + C4X23

Cc1+ Cx3 + C3X32 + C4X§’

y = V(x)c.

C1 + Gx1 + C3X12 + C4Xf

| C1 + CoXxg + Csxf + C4XE’_

T W ST G

X1
X2
X3

X4

(o]

(0)

Cq
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El determinante de la matriz de Vandermonde

2
1 x1 Xx{

det [1 x x3| = (x—x)0s—x1)(3 — x).

2
1 x3 x3

En general,

det V(x1,...,%n H H (xk — xj).

J=1 k=j+1
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El determinante de la matriz de Vandermonde

1 x1 x¢
det [1 x x3| = (x—x)0s—x1)(3 — x).
1 x3 ng
En general,
n—1 n
det V(x1,...,xp) = H H (xk — xj).
Jj=1 k=j+1
Si x1,...,xp son diferentes a pares, entonces
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El determinante de la matriz de Vandermonde

1 x1 x¢
det [1 x x3| = (x—x)0s—x1)(3 — x).

1 x3 ng
En general,

det V(x1,...,%n H H (xk — xj).

J=1 k=j+1
Si xq,...,Xp son diferentes a pares, entonces det V(xi,...,x,) #0 y
V(x1,...,xn) es invertible.
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El problema de interpolacién polinomial

Dados x, ..., x, diferentes a pares y algunos nimeros y1,..., ¥n,
encontrar ci, ..., C, tales que

P(x)=y; (1<j<n).

Por ejemplo, para n = 3, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Pc(x1): €1+ x1¢2 +X12C3 = Y1
Pc(x2): 1+ x00 +X3¢3 = ya,
PC(Xg): C1 + X3C2 + X§C3 = y3.
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El problema de interpolacién polinomial

en términos de la matriz de Vandermonde

Este sistema de ecuaciones se escribe en forma vectorial:

En general, tenemos la siguiente ecuacién vectorial:

y1
= |)2
y3

V(x)c=y.
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Solucién del problema de interpolacién polinomial en términos de V/(x)™*

El problema de interpolacién polinomial es equivalente a la ecuacién vectorial
V(x)c=y.
La matriz V/(x) es invertible, y la solucién se escribe en términos de la matriz inversa:

c=V(x)ly.
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Objetivos de la platica

e Explicar una férmula explicita para las componentes de la matriz V/(x, ... ,x,,)_l.

@ Proponer un algoritmo eficiente para calcular la matriz V/(xi, ..., x,) L.
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Divisién de un polinomio entre un binomio ménico

Si P es un polinomio de una variable y a es un nimero,

entonces existen un polinomio @ y un nimero r tales que
P(t) = (t —a)Q(t) +r.

Por ejemplo,

3t3 — 8t + 8t — 3 = (3t> — 2t + 4)(t — 2) + 5.
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El teorema del residuo (pequefio teorema de Bézout)

P(t) = (t—a)Q(t) +r.

P(a)=r. J
Corolario

Si P(a) = 0, entonces P(t) se divide entre t — a. J

Teorema
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El polinomio que se anula en dos puntos dados

Ejercicio.
Sean a, b dos nimeros, a # b.

Construir un polinomio P de grado 2 tal que

Respuesta:
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El polinomio que se anula en tres puntos dados

Ejercicio.
Sean a, b, ¢ tres puntos diferentes a pares.

Construir un polinomio P de grado 3 tal que
P(a) =0, P(b) =0,

Respuesta:
P(t)
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El polinomio que se anula en tres puntos dados

Ejercicio.
Sean a, b, ¢ tres puntos diferentes a pares.

Construir un polinomio P de grado 3 tal que

P(a)=0, P(b)=0, P(c)=0.

Respuesta:

P(t) = (t — a)(t — b)(t — ¢).
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El polinomio que toma los valores 0, 0, 1 en tres puntos dados

Ejercicio. Sean a, b, ¢ tres puntos diferentes a pares.
Construir un polinomio P de grado 2 tal que

P(a)=0, P(b)=0, P(c)=1.
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Polinomios bésicos de Lagrange, n = 3

Sean xi, X2, x3 tres nimeros, diferentes a pares. Consideremos los siguientes tres polinomios.
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Ejemplo, n =3
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Polinomios basicos de Lagrange, n = 4

Sean x1, x2, X3, X4 cuatro nimeros, diferentes a pares.

L2(t)
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Lr(x1) =0, Lr(x) =1, Ly(x3) =0, Ly(xa) = 0.
Brevemente,

La(xq) =
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Evaluamos Ly en los puntos xi, X2, X3, Xa:

La(x1) =0, La(x) =1, Lx(x3) =0, Lo(xa) =
Brevemente,
1, g=2;

Ly(xg) = 02, =
! ? {0, q# 2.
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Polinomios basicos de Lagrange

Sean xi, ..., X, algunos puntos diferentes a pares y sea j € {1,...,n}.

H (t—Xk)

ke{l,...,n j
(X — k)

ke{1,....,n}\{j}

Entonces, para cada g en {1,...,n},

Lj(xq)
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V(x) y polinomios basicos de Lagrange, n =4

Para n = 4, consideramos el polinomio L>(t) y denotamos sus coeficientes por M o:

4
Ly(t) = My + Moot + /\/’3721.'2 + M472t3 = Z M 721‘.‘('71.
qg=1
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2 3
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4
Ly(t) = My + Moot + M3721.'2 + M472t3 = Z M 721‘.‘('71.
q=1
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V(x) y polinomios basicos de Lagrange, n =3

Para cada k, denotamos por M,  los coeficientes del polinomio Lj:

3
Li(t) = My + Mokt + Mz 4 t? = Z Mgkt 1.
g=1
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1 x X Myi Mip M3
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V(x)~!y polinomios basicos de Lagrange

Para n general y para cada k en {1,...,n},

denotamos por M i los coeficientes del polinomio Ly:

n
Lk(t) = Z Mq’ktq_l.
q=1

Formamos la matriz M:

M(x) = [Mg] Z,k:l'

Teorema

V/(x) es invertible, y su inversa es M(x).

25 /57



Plan

Matriz de Vandermonde Subconjuntos de tamafio k
V(x1,...,%n) del conjunto {1,...,n}

l l

Polinomios basicos Polinomios elementales

ex(xt, .-, Xn)

/

La matriz inversa
1
V(xt,...,xn)”

de Lagrange
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m-subconjuntos del conjunto {1,...,n}

No = {0,1,2,...}.

Dados n, m en Ny,
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m-subconjuntos del conjunto {1,...,n}

No ={0,1,2,...}.
Dados n, m en Ny,

Somi={AC{L....,n}: #A=m}.

Por ejemplo,

Sio={{1,2}, {1,3}, {1,4},{2,3}, {2.4}, {3,4}}.
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m-subconjuntos de {1,...,n— 1} y m-subconjuntos de {1, ..., n}

Sip={{1,2}, {1,3}, {14}, {23}, {2.4}, {3,4}},
Sso={{1,2}, {13}, {14}, {1,5}, {2.3}, {2,4}, {2,5}, (3,4}, {35}, {4,5}}.

Proposicién
Sn—l,m c Sn,m- J
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La funcién que agrega el elemento n a cada conjunto

Paran=5y m=2,
Sa| {1} {2 {3 {4
b L L
Ss2 | {1,5} {2,5} {3,5} {4,5}
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La funcién que agrega el elemento n a cada conjunto

Paran=5y m=2,

Sa| {1} {2 {3 {4
k2| LoL L
55,2 {135} {275} {3a5} {475}

Jn,m: Sn—l,m—l — 5n7m7 A— AU {”}
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La funcién que agrega el elemento n a cada conjunto

Paran=5y m=2,

Proposicién

Sa1 | {1 {20 {3t {4}
b | L1
Sso | {1,5} {2,5} {3,5} {4,5}

Jn,m: Sn—l,m—l — 5n7m7 A— AU {n}

Jn,m es una funcién inyectiva. J
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Férmula recursiva

S50
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Férmula recursiva
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Férmula recursiva

Sso={{1,2}, {13}, {14}, {1,5}, {2.3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {35}, {4,5}}
= {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5} }
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Férmula recursiva

{{1 2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4, 5}}
{{1 2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5} }
= {{1.2}, {13}, {14}, {2,3}, {24}, {3.4}} UJs2[{1}, {2}, {3}, {4}]

=5

42U J52[Sa1].
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Férmula recursiva

{{1 2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4, 5}}
{{1 2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5} }
= {{1.2}, {13}, {14}, {2,3}, {24}, {3.4}} UJs2[{1}, {2}, {3}, {4}]

=5

42U J52[Sa1].

Teorema
S = Dl U g Sl el y esta unién es disjunta. J
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Férmula recursiva, ejemplo

sn,m = 9n—1,m U Jn,m[sn—l,m—l]-

agregar 3

31/57



Esquema para construir S, 5, usando la férmula recursiva

So,0
Y
S10 S11
v \
S0 So1 S0
\ \
S30 S31 S30 S33

)
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Coeficientes binominales

Por ejemplo,

5 51 20
= 1)
(2) 23— o 10

Férmula recursiva para los coeficientes binominales:

(o) =)+ (')
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El nimero de elementos

Tenemos férmulas recursivas similares:

Sn,m = 5n—l,m U Jn,m[Sn—l,m—l]-

(o) =)+ (23)

Ejercicio. Demostrar que

34/57



Plan

Matriz de Vandermonde Subconjuntos de tamafio k
V(x1,...,Xn) del conjunto {1,...,n}

Polinomios basicos Polinomios elementales

ex(x1, ..., xn)

/

La matriz inversa
1
V(xt,...,xn)”

de Lagrange
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Polinomios elementales simétricos: ejemplos

62(X1,X2,X3)
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Polinomios elementales simétricos, n = 1

€p (X1)
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Polinomios elementales simétricos, n = 1
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Polinomios elementales simétricos, n = 2

eo(x1, x2)
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Polinomios elementales simétricos, n = 3

eo(x1, X2, X3)
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Polinomios elementales simétricos, n = 3
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Polinomios elementales simétricos, n = 3

eo(x1, x2,x3) = 1,

el(Xl,Xz,X3) = X1 + X2 + X3,
ex(x1, X2, X3) = X1X2 + X1X3 + X2X3,
e3(x1, X2, X3) = X1 X2X3,

ea(x1, x2, x3) = 0.
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Polinomios elementales simétricos y subconjuntos, ejemplo

S30
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Polinomios elementales simétricos y subconjuntos, ejemplo

S32 = {{1.2}, {13}, {2,3}},

ex(x1, X2, X3) = X1X2 + X1X3 + X2X3.

eo(x,x,x3) = ] x+ ] «+ J[ = > [[

ke{1,2} ke{1,3} ke{2,3} AES3 2 kEA
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Polinomios elementales simétricos, definicién general

ex(x1, X2, ..., Xn) = Z ka.

AGS,,J( keA
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Polinomios elementales simétricos, definicién general

ex(x1, X2, ..., Xn) = Z ka.

AGS,,’;( keA

Ejemplo. Paran=4y k=3,

Sz = {{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}},

e3(x1, X2, X3, X4) = X1 X2X3 + X1X0Xa + X1X3Xa + X2X3X4.
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Férmula recursiva, ejemplo

eZ(Xla X2, X3, X4)
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Férmula recursiva, ejemplo

ex(x1, X2, X3, Xa) = X1X2 + X1X3 + X1Xa + X2X3 + XoXa + X3Xa4
= X1X2 + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XoX4 + X3Xa
= x1X2 + x1x3 + Xox3 + Xa(x1 + X2 + X3)

= ep(x1, X2, x3) + xa e1(x1, X2, X3).
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Férmula recursiva, en general

Teorema

em(X1, ...y xn) = em(X1, -y Xn—1) + Xnem—1(x1, ..., Xn—1) -
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Férmula recursiva, en general

Teorema

em(x1, ..., Xn) = €m(X1y ...y Xn—1) + Xn€m—1(X1,- - -, Xn—1) -

Idea de demostracién: usar la férmula recursiva para S, .
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Férmula recursiva, ejemplo

em(x1, ..., Xn) = €m(X1y ...y Xn—1) + Xn€m—1(X1, - - - s Xn—1)-
e1(X1,X2) e2(X1,X2)
X1 + Xo X1X2
mul. por x3

e2(X17X27X3)
X1Xo + X1X3 + XoX3

44 /57



Esquema para calcular los polinomios elementales simétricos

eo()
\
eo(Xl) e1(x1)
v \ v \
eo(x1, x2) e1(x1, x2) ex(x1, x2)
v \ v \ l \
eo(x1, X2, x3) e1(x1, x2, x3) e2(x1, X2, x3) e3(x1, X2, x3)
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Ejercicio: programar un algoritmo para calcular ex(x) para cada k

Entrada: arreglo de nimeros x = (xo, ..., Xp—1)-

Salida:  arreglo de nimeros eg(x), e1(x), ..., en(x).

def elem(x):
for
for

return v

Para x = (3,5), el resultado correcto es (1,8, 15).
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Férmulas de Vieta, n=2y n=3

(1.‘ — Xl)(t — X2)
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Férmulas de Vieta, n=2y n=3

(t — Xl)(t — X2) =t? - (X1 +X2)t “+ X1 X2

(t — Xl)(t — Xg)(t — X3)

= t2 — el(Xl,Xz)t + eg(Xl,Xz).
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Férmulas de Vieta, n=2y n=3

(t — Xl)(t — X2) =t? - (X1 +X2)t “+ X1 X2

= t2 — el(Xl,Xz)t + e2(X1,X2).

(t — Xl)(t — Xg)(t — X3) = t'3 — (Xl =+ xo + X3)t‘2 + (X1X2 =+ x1x0 + X1X3)t — X1X2X3

= eg(x)t® — e1(x)t? + ex(x)t! — e3(x)t0.
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Férmula de Vieta general

Teorema

H t—XJ Z( 1 e,, kX1, .,X,,)tk.
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Férmula de Vieta general

Teorema

n
H t—XJ Z( 1 e,, k(Xla .,X,,)tk.
j=1

Idea de demostracidn: por induccién sobre n.
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Plan

Matriz de Vandermonde Subconjuntos de tamafio k
V(x1,...,Xn) del conjunto {1,...,n}

Polinomios basicos Polinomios elementales

ex(xt, .-, Xn)

/

La matriz inversa
—il
V(X]_, 5 )

de Lagrange
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V(x1, x2,x3) 71, una columna

(l’—Xl)(t—X3) t2—(X1 +X3)1.'+X1X3

Lg(t) = =

(x2 — x1)(x2 — x3) (x2 — x1)(x2 — x3)
_ e2(x1,x3) —e1(x1,x3) eo(x1,x3)
T le—a)le—x) | Ge—xa)e—x) | (e—x)0e—x)
M » Ma > Ms >

te.

2
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V(x1, x2,x3) 71, una columna

(t—Xl)(t—X3) t2—(X1 +X3)1.'+X1X3

L2(t) = e —x)0e—x3) (e —x)(e —xs)
e2(x1,x3) —e1(x1, x3) eo(x1,x3) >
T Ge—x)be-x) | Ce—a)e—x) | Ge—x)oe-—x)
My > M > M;z >
i . es2(x1,x3) . 1
(2 — x1)(x2 — x3)
V(x1,x2 X3)_1 = * —e1(x, x3) *
Y (2 — x1)(x2 — x3)
“ eo(Xl,X3) “
L (x2 — x1)(x2 — x3) |
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V(Xla X2, X3)71

e2(x2,x3) ex(x1,x3) ea(x1, x2)
(a—x)la—x3) (e—x)le—x3) (3—x)(xs—x)

—el(X2,X3) —el(Xl,X3) —el(Xl,Xz)
(X1 - X2)(X1 - X3) (X2 - X1)(X2 - X3) (X3 - X1)(X3 - X2) '

V(x1,x,x3) "1 =

eo(x2, x3) eo(x1,x3) eo(x1,x2)
L —x)(xa —x3) (e —x1)(e—x3) (x3—x1)(x3—x)
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Férmula general

Teorema
Sean n€ N, x = (x1,...,%,) € C" tal que xi,...,x, son diferentes a pares.
Entonces, para cada j, k en {1,..., n},
(V(X)_l)j = (—1)" T epj(X1y -+ vy Xk—1s Xkt 1y - - - » Xn)
’ IT (k= xq)
q#k
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Usamos la férmula recursiva para bajar el nimero de variables

Nosotros proponemos la siguiente idea para calcular ep (X1, ...y Xk—1, Xk+-15 - « - s Xn)-
e2(x1, X2, X3) = ea(x1, X3, x2) = €a(x1, x3) + x2 €1(x1, x3).

Por lo tanto,

e2(x1, x3) = ea(x1, X2, x3) — X2 €1(x1, X3).
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Esquema para calcular los polinomios elementales con variables excluidas

eo(x1, X2, x3) e1(x1, x2, x3) e2(x1, X2, x3)

| l

eo(x2, x3) —————> e1(xo)x3) —————> ex(x2| Ix3)

17
eo(X17X3) —— el(Xl, X3) —— ez(Xl, X3)

Y Y
eo(Xl,XQ) _— > el(xl,x2) _— > ez(Xl,X2)
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Ejercicio: programar un algoritmo para calcular V/(x)™*

Entrada: arreglo de nimeros x = (xg, ..., Xp—1)-
Salida: la matriz V(xq,...,x,) "}

def inverse_vandermonde (x):
M = matriz nula n por n
elem_all = elem(x)
for k in range(n):

denom =

elem_excluded =

for j in range(n):
M[j, k] =

return M
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Ejercicio: complejidad del algoritmo

Mostrar que la complejidad de este algoritmo es

0o(n?).
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i Cual de las matrices de Vandermonde es la mas interesante?

€3
1 1 1 1] €3 €5
1 ¢, £ gn-1
1 & € ’27(n71) Eg Eg
1 82_1 2(n—1) (n—1)(n—1) . ,
} B} €8 €
€8

La matriz de Fourier
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