Unicidad de la forma canonica de Jordan

Objetivos. Demostrar que la forma canénica de Jordan de un operador lineal es tnica
salvo el orden de los bloques de Jordan. Deducir las formulas para calcular la forma
canénica de Jordan a través de los rangos de (T'— \I)*.

Requisitos. Bloque de Jordan, potencias de un bloque de Jordan, matrices diagonales
por bloques.

1. Potencias de un bloque de Jordan (repaso). Recordamos que

m—=Fk, 0<k<m;
0, k> m.

r(Jm(0)*) = {

Si A\ # 0, entonces 1(J,,(\)¥) = m para todo k € {0,1,2,...}.

2. Matrices diagonales por bloques (repaso). Si A = diag(By, ..., B,), entonces

AF = diag(Bf,...,B}),  r(A) =) (B,

j=1

3. Ejemplo. Sea A una matriz de Jordan y sea Ay una de sus entradas diagonales.
Supongamos que A contiene n; bloques Ji(Ag), na bloques Jo(Ag) y ng bloques J3(Ag) v
no tiene bloques Jx(Ag) con k > 3. Denotemos por m al nimero de los renglones ocupados
por bloques con otros elementos diagonales:

A =diag( H(0),- - 5L Bl s )y BO)eo Jsh)s ).

J/

vV vV Vv '
ny veces no veces ns veces bloques con otras
entradas diagonales
ocupan m renglones

1. Expresar r, = r((A — X\oI)¥), K =0,1,2,3, a través de ny, ng, n3, m.

2. Las igualdades obtenidas en el inciso 1 se pueden tratar como un sistema de ecua-
ciones lineales con incdégnitas ni,no,n3. Resolver este sistema, es decir, calcular
ny, N2, N3.

4. Teorema (unicidad de la forma candnica de Jordan). Sea V' un espacio vectorial
sobre un campo F, sea T € L(V') y sea U una base del espacio V tal que la matriz asociada
Ty es una matriz de Jordan. Para cada A € sp(T') denotemos por ng(A) al nimero de los
bloques Ji(\) en la matriz Ty,. Entonces

np(A) =1 ((T =AD" Y) =2 (T = ADY) +1 ((T = AD™).

Por consecuencia, ni(A) no depende de la base U, asi que la forma canénica de Jordan de
un operador lineal se determina de manera tinica salvo el orden de bloques.
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Demostracion. Fijamos algin Ag € sp(T) e introducimos notaciones mas breves:
g, = ng(Xo), e =1 (T — XoI)") .

Ademas denotemos por m al numero de los renglones en la matriz T, ocupados por
bloques con entradas diagonales distintas de \g. El rango 7, del operador (T — \oI)* es
igual al rango de la matriz asociada (Ty; — Aol )* v se puede calcular ficilmente como la
suma de los rangos de los bloques correspondientes:

p

re=Y_ (j—kn;+m. (1)

j=k+1
En la igualdad (1) cambiamos k por k — 1 y separamos el primer sumando:

p p
Tk—1=Z(j—k’+1)nj—|—m=nk+ Z(j—k+1)”j+m- (2)
j=Fk j=k+1

Luego en (1) cambiamos k por k + 1 y agregamos el primer sumando cero:

p p

Thel = Z(j—k—l)nj—i—m: Z(j—k—l)nj+m. (3)

j=k+2 j=k+1
De (1), (2) y (3) sigue la féormula
Tk—1— 2Tk + Tpy1 = N O

5. Observaciéon. De la demostracion sigue que los rangos 7, k = 0,1, 2, ..., forman una
sucesion que decrece estrictamente hasta r,, donde p es el tamano maximo de los bloques
Je(No), v luego es constante:

TO>T1L > >y =Tppl = Tpro = ...
Por lo tanto

Ny = Tp_1 — Tp,
n,=0 Vk>p.
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6. Ejemplos. Calcular la forma canodnica de Jordan de las siguientes matrices. Para
reducir los célculos, esta dado el polinomio caracteristico.

0 A

i) A=

iii) A =

iv) A

7. Ejemplos. Calcule las formas canénicas de Jordan de las siguientes matrices nilpoten-

tes:

1
1
—1
1

-1
-1
4
3

(41
1 4
2 2

-2
-2

2
-2

0
0
-1
-1

N

O O W

-1
-1
1

4
2
8

NN

O N ==

Y
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2
2

-3
-3
-3

3

2
2
0
—2

O = OO



