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Objetivo:
Demostrar el teorema de Jacobi sobre el menor complementario,

en el caso particular de los menores de esquina:

r 1 r o 1]
det (A1) = oy det(Arnn)-

Prerrequisitos:
@ el concepto del determinante, det(AB) = det(A) det(B),
@ multiplicacién de matrices por bloques,

o el determinante de una matriz triangular por bloques.



© Repaso de las herramientas

© Lema sobre el producto de una matriz por su inversa modificada

© El teorema de Jacobi (en el caso particular, para los menores de esquina)

@ Ejemplo y aplicaciones
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@ Repaso de las herramientas



Repaso: multiplicaciéon de matrices por bloques

Proposicion

Sean
A E|F B VI Ww
| GIH |’ x|y |
Entonces
EV + FX | EW + FY
AB = + | + ;

GV+HX‘GW+HY




Repaso: multiplicacion de matrices por bloques

Proposicion

e E|F VIiw
) -f
Entonces
ag_ | EVHFX | EW L FY

GV + HX \ GW + HY

Se supone que las matrices y los bloques son de tamafios compatibles.
Ejercicio: escribir esta suposicién de manera formal.



Repaso: multiplicacion de matrices por bloques

Otra forma de la misma regla

1,...r 1,....r 1,....,s 1,...,s
A= Al,...,s ‘ As+1 B — Bl,...,t ‘ Bt+1 ..P
— Ar+1,...,m Ar+1 .,m ) - Berl,..A,n Bs+1,...,n
1,...,s s+1,...,n 1,..,t t+1,...,p

Entonces

(AB)t = AUeByE + Ayl B

1,... 1,...,n
(AB)H—I. :Al, Bt+1 +As+1 BtsL,._.,pa

(AB)r+1 ., m _Ar+1 mBl t +A£ii mBs+1

r+1,....m r+1 r+1,....m ps+1,....n
(AB) A Bt+1 As+1 Bt—l—l,...,p

t+1,...,p —



Repaso: el determinante de la matriz

triangular superior por bloques

det

Mi
Mg

M;
M3

M;
M3

MP M5 M3

M
M;
M3

M
Mg
Ms

0
0

0
0

0
0

m
%

Mg
Mg

= det

M My Mg
Mi Mz M3
MP M3 M3

det [

ME M
ME M



Repaso: el determinante de la matriz

triangular superior por bloques

MEOME M| ME M
M2 M2 M2 | MR M2 ME ML M
det | M3 M3 M3 | M3 M2 | =det| M2 M2 M2
0 0 0 |M M M M3 M3
0 0 0 |M M
Idea: det(M) = sgn(p) MiyyM2 (o) M35y My M-

P€ESs

det [

ME M
M M

En los renglones 4,5 podemos restringirnos a columnas 4,5 (los demas son 0),

por eso en los renglones 1,2, 3 nos restringimos a las columnas 1,2, 3.

] |



Repaso: el determinante de la matriz

triangular superior por bloques

Ml’ P Ml, P
det 2eeesP p+1,...,n —d Ml’ P q MP+1, .
[0('7 p)xp ‘ Mﬁill,’ o ] et( ) et( p+1,..n )

Idea de demostracion:

det(M Z sgn(yp H ()"

PESH j=1

Si p+1<j<n y 1<) <p, entoncesl\/l’ =0.

Se quedan las permutaciones de la forma  ((1),...,¢(p), p(p+1),...

\

,,,,,
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© Lema sobre el producto de una matriz por su inversa modificada



Lema (el producto de una matriz por su inversa modificada)

Sean A € M,(C), p€ {1,...,n}. Supongamos que A sea invertible.
Denotamos A~! por B. Entonces

17 P 17"'7p 17 P ‘ ‘ 17"'7p
Ay L..p ‘ Ap+17~--,n B, P Opx(n—p) _ I Ap+1,...,n
p+17 7 7"’?n p+17 ? — +17 7

A, P p+1,...,n B, P In—p O(n—p)xp Ap+1, N




Lema (el producto de una matriz por su inversa modificada)
Sean A € M,(C), p€ {1,...,n}. Supongamos que A sea invertible.

Denotamos A~! por B. Entonces

1., 1,..., 1,..., 1,..,
[ A, ,ﬁ ‘ Ap+1f..,n ] [ B, ,,’5 ‘ OPX(n—p) ] _ [ Ip ‘Ap+1,,.)..,n ] ‘

p+17 N p+17'"7n P+17 N +1, -n
A 7 -P Ap"’-lv""n B 7 -P 0(” p)Xp Ap‘i-].7 N

Inp




Lema (el producto de una matriz por su inversa modificada)

Sean A € M,(C), p€ {1,...,n}. Supongamos que A sea invertible.
Denotamos A~! por B. Entonces

17 P 17"'7p 17 P ‘ ‘ 17"'7p
Ay L..p ‘ Ap+17~--,n B, P Opx(n—p) _ I Ap+1,...,n
p+17 7 7”’?n p+17 ? — +17 7

A, P p+1,...,n B, P In—p O(n—p)xp Ap+1, N




Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17---7/3 1,---7/3 1,...p
Ay L, ‘ Ap+1 By 1, ‘ B +1,..,n | I ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1 p+1,---7” -
A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p




Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17---7/3 1,---7/3 1,...p
Ay L, ‘ Ap+1 By 1, ‘ B +1,..,n | Ip ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1 p+1,---7” -
A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

1,..A,p 1,....,p
Ar, ‘ Ap+1 B, ‘ Opx(n—p) | _ ‘
P+1 p+1, p+1,.. -
A Ap+1)“wn B 7 )p /nip




Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17---7/3 1,---7/3 1,...p
Ay L, ‘ Ap+1 By 1, ‘ B +1,..,n | Ip ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1 p+1,---7” -
A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

1,..A,p 1,....,p
Ar, ‘ Ap+1 B, ‘ Opx(n—p) | _ ‘
p+1 p+1, p+L,.. =
A Ap+1)"‘)n B 7 )p /nip

Dos de sus bloques se calculan como arriba, y los otros de manera directa.



Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17"'7p 17"'7P 17"'7p

Ay 1, ‘ Ap+1 B, ‘ B +1,..,n | I ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1,. p+1,---7” -

A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

1)'“7p ]- 7p
Ay ‘ Ap+1 By, ‘ Opx(n—p) | _ I ‘
p+1 p+1, p+1 -
A Ap+1,...,n B, ,p /nfp ‘

Dos de sus bloques se calculan como arriba, y los otros de manera directa.

AYPBLP 4 AP B —



Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17"'7p 17"'7P 17"'7p
Ay 1, ‘ Ap+1 B, ‘ B +1,...n | _ lp ‘ OPX(nfp)
p+1 p+1, p+1,. p+1,---7” -
A 1, Ap+17~-~7n B, Bp+1,...,n O(H*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

Alz'“’p ‘Ap-i-l Bl ,P ‘Opx(n ) _ lp ‘
prha | perin | | Tpprina | —

Dos de sus bloques se calculan como arriba, y los otros de manera directa.

p+1 ,npl,. ,p p+1l,...n pp+1,...n __
A B + Ap+1,...,an+1,...,n = O(n—p)x



Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17---7/3 1,---7/3 1,...p
Ay L, ‘ Ap+1 By 1, ‘ B +1,..,n | I ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1 p+1,---7” -
A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

1»'“7p 1""7p 17"'7p
Al ‘ Ap+l B; 1, ‘ OPX(”—P) _ /p ‘ Ap+1,---,n
P+1 p+1, p+1 o
A Ap+1)“wn B 7 )p /nip 0(n—p)><p

Dos de sus bloques se calculan como arriba, y los otros de manera directa.

1»"'7p 17"'7p — 17"'7p
Al,...,p OPX(”—P) + Ap+1,...,n /n—p - Ap+1,...,n'



Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17---7/3 1,---7/3 1,...p
Ay L, ‘ Ap+1 By 1, ‘ B +1,..,n | Ip ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1 p+1,---7” -
A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

1,..A,p 1,...,p
Ar. ‘ Ap+1 By’ ‘ Opx(n—p) | _ I ‘ Ap+1
p+1 p+1, p+1 - p+1, ...,n
A AP+1a'~',n B 1, )p lnip 0(n—p)><p AP"!‘L--w”

Dos de sus bloques se calculan como arriba, y los otros de manera directa.

p+1,...,n p+1,...,n _ Ap+l,.n
Al,...,p OPX(n—p)+Ap+1 nl” p— Ap+1,...,n



Demostraciéon. Empezamos con la igualdad AB = I,, escrita por bloques:

17---7/3 1,---7/3 1,...p
Ay L, ‘ Ap+1 By 1, ‘ B +1,..,n | I ‘ Opx(n—p)
p+1 p+1, p+1 p+1,---7” -
A Ap+17---7n B, Bp+1,...,n O(n*P)Xp ‘ In—p

Ahora consideremos el producto que nos interesa:

1,..A,p ]-""7p
Ar ‘ Ap+1 By’ ‘ Opx(n—p) | _ I ‘ Ap+1
p+1 p+1, p+1 - p+1,
A Ap—i—l,...,n B, ,p /”*P 0(”—P)><P Ap+1,..‘,n

Dos de sus bloques se calculan como arriba, y los otros de manera directa.
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© E! teorema de Jacobi (en el caso particular, para los menores de esquina)



Recordamos el resultado del lema, luego aplicamos det a ambos lados:

]-a'“’p 11~"1p

AL ‘ Ap+1 B ‘ Opx(n—p) | _ Ip ‘ Ap+1
p+1 p+1, p+1 o p+1,

A P Ap+1,...,n B, o /n—p O(n—p)xp ‘ Ap+1,...,n

A



Recordamos el resultado del lema, luego aplicamos det a ambos lados:

11 P 1a~"1p 11 P 17-~7P
A, P ‘ Ap+1,...,n By | Opx(n—p) | _ I Ap+1,...,n
P‘H-’ N yeesll P+17 N o P+17-~~7”

Al P p+1,...,n B! P In—p O(n—p)xp Ap+1,...,n
vV
A

det(A) det(Bi’:::g) — det (AP+1,...,n) .

p+1,....n

Teorema de Jacobi para los menores de esquina
Sea A € M,(C) una matriz invertible y sea p € {1,...,n}. Entonces

det((Afl)l,...,p) _

1,...p

det(APTT ).

1
det(A)




Teorema de Jacobi para los menores de esquina

oo LA (A, ] [ A A,
= Z 1., Z 1., ) = 1., o0 |
(AR (AT AT A

.....



Teorema de Jacobi para los menores de esquina

Mostramos a los personajes de manera mas explicita (n =5, p = 2):

B
B
B
By
B

B,
B3
B3
B
B

B;
B3
B3
Bs
Bs

h
B
B
Bi
By

Bs
B
B
Bs
Bs

Ay
At
AL
At
AT

A
A3
A3
A3
A

A3
A3
A3
A3
A3

Al
22
A3
A
28

As
A2
A
A3
A3




Teorema de Jacobi para los menores de esquina

Mostramos a los personajes de manera mas explicita (n =5, p = 2):

B
B
B}
By
B

det

B;
B3
B3
B
B

Bl B
Bt B

B;
B3
B3
Bs
Bs

h
B
B
Bi
By

Bs
B
B
Bs
Bs

~ det(A)

A3

AL AL
A

A3

Ay
At
AL
At
A7

Al
AS
AS

A
A3
A3
A3
A

As
A
Al
A3
A3

AL
AL
A
Al
A;

As
A
A3
A3
A3
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@ Ejemplo y aplicaciones



Un ejemplo con series de potencias, mutualmente reciprocas

(ag + art + axt> +...) (bo + bit + byt* +...) = 1.



Un ejemplo con series de potencias, mutualmente reciprocas

(ap + art + apt® +...) (bg + byt + bot?> +...) = 1.

aobo = 1, aobl + a1b0 = 0, aob2 + 31b1 + 22b0 = 0,



Un ejemplo con series de potencias, mutualmente reciprocas

(ap + art + apt® +...) (bg + byt + bot?> +...) = 1.

aobo = 1, aobl + albo = 0, aob2 + 21b1 + 22b0 = 0,

0 0 0 0 0 a bs by by by by by
0 0 0 0 a a bs b3 by b by O
A 0 0 0 a a a A1 bs by by bg 0 O
0 0 a a a as | b, by b 0 0 O
0 a a1 a a3 as by b 0 0 0 O
a a1 a a3 as as bp 0 0 0O O O




Aplicaciones que veremos en un futuro

o La férmula de Nagelsbach—Kostka (la férmula dual de Jacobi-Trudi)
para los polinomios de Schur sesgados.

@ Una expresion para los menores de las matrices de Toeplitz:
Per Alexandersson (2012),
Egor Maximenko y Mario Alberto Moctezuma Salazar (2017).
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