Norma de Frobenius
Estos apuntes estan escritos por Dario Coutino Aquino y Egor Maximenko.

Objetivos. Dada una matriz A € M,,«,(C), su norma de Frobenius (llamada también
la norma de Hilbert—-Schmidt) se define como

1/2

14]lp = (tr(A"4))

0, de manera equivalente, como

m n 1/2
|Allr = (Z |Aj,k!2> ,

j=1 k=1
donde tr es la funcién traza. Estudiaremos varias representaciones de esta funcion y sus

propiedades principales.

Requisitos. Normas en C" y R", normas matriciales inducidas por normas vectoriales,
notacién para renglones y columnas de una matriz, desigualdad de Cauchy, definiciéon
formal del producto de matrices, propiedades de la multiplicacién de matrices, producto
interno en un espacio vectorial complejo, propiedades de la traza de matrices.

El producto interno candénico en el espacio de matrices

1 Proposicién (el producto interno canénico en el espacio de matrices). La funcidn
Misn(C) X Mipn(C) = C definida como

(A, B) =tr(A*B),

es un producto interno en My, (C). En otras palabras, esta funcion es lineal con respecto
al seqgundo argumento, hermitica y positiva definida.

Demostracion. En los siguientes calculos suponemos que A, B, C' € M, (C) son matri-
ces arbitrarias y A € C es un complejo arbitrario.

I. Verificamos que la funcién (-, -) es lineal con respecto al segundo argumento:

(A, B+ C)=tr(A"(B+C)) =tr(A"B+ A*C)
=tr(A*B) + tr(A*C) = (A, B) + (A, C),

(A, \B) = tr(A*(AB)) = tr(\A"B)
= Atr(A*B) = MA, B).

II. La funcién (-, -) es hermitica:

(B, A) = tr(B*A) = tr((B*A)*) = tr(A*B) = (A, B).
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III. Mostremos que (-, -) es definida positiva. Sea A € M« (C), A # 0,x,. Entonces

(A, 4) = tr(AA) =) (A A=) (Z(A*)k,j(/l)j,k) => > 1Al

k=1 k=1 \j=1 k=1 j=1

Los sumandos de la suma doble en el lado derecho de (1) son no negativos. Ademas,
existe un par de indices p € {1,...,m}, ¢ € {1,...,n} tal que 4,, # 0 y por lo
tanto |A,,|* > 0, lo cual demuestra que en el lado derecho de (1) existe al menos
un sumando no nulo, y asi (A*, A) > 0. O

2 Observacién. En algebra lineal numérica es comodo el convenio que el producto in-
terno es homogéneo con respecto al sequndo argumento. Cambiando tr(A*B) por tr(B*A)
obtenemos una funcién homogénea con respecto al primer argumento.

3 Notacidn (“vectorizacién” de una matriz). Dada una matriz A € M, (C), denote-
mos por vec(A) al vector obtenido de la matriz A de la siguiente manera:

mn

VeC(A> = [A(s—1)+n+1,s mod n] s=1’

donde los signos <+ y mod denotan las operaciones de la division entera y del residuo,
respectivamente. En otras palabras,

(vec(A))G-1yntk = Ajk (7e{l,...,m}, ke {l,...,n}).

Por ejemplo, si A € M3,5(C), entonces

A A Agg _ ,
A= Agy Aso Ao Y veo(4) =

4 Proposicién. La funcion vec: M, s, (C) — C™ es un isomorfismo de espacios vecto-
riales complejos.

Idea de demostracion. Las propiedades aditiva y homogénea se verifican facilmente, y la
funcién inversa actia por la regla

v [VG-nynrk] ey -

5 Proposicién. Sean A, B € M, (C). Entonces

(A, B) = vec(A)* vec(B). (2)
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Idea de demostracion. Ambos lados de la férmula (2) son iguales a

6 Observacién. Con ayuda de la férmula (2) podriamos demostrar la Proposicién 1
de otra manera, usando la Proposicién 4 y el hecho que el producto punto en C" es un
producto interno.

7 Ejercicio. El producto interno canénico de dos matrices A, B € M,,,«x,(C) se preserva
al multiplicar A y B por la misma matriz unitaria del lado izquierdo o del lado derecho.
En otras palabras, si U € M,,(C) tal que U*U = 1,, y V € M, (C) tal que V*V = I,,,
entonces

(UA,UB) = (A,B),  (AV,BV) = (A, B).

Varias definiciones equivalentes de la norma de Frobenius
8 Definicién (definicién de la norma de Frobenius a través del producto interno canénico

de matrices). Sea A € M,,«,(C). Entonces la norma de Frobenius de la matriz A se define
como

[Al[F = (A, A), (3)

|AllF = y/tr(A*A). (4)

9 Observacién. Se sabe que la traza del producto de matrices no depende del orden de
los factores, por eso (4) se pueden escribir también como

[AllF = V/tr(AA%). (5)

10 Proposicién (expresién de la norma de Frobenius de una matriz en términos de sus
entradas). Sea A € M., (C). Entonces

m n 1/2
|Allr = (ZZMMF) : (6)

esto es,

j=1 k=1
Ademds

[Allr = [ vec(A)]2. (7)
Demostracion. Se obtiene de la Proposicién 5 poniendo B = A. O
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11 Proposicién (expresién de la norma de Frobenius en términos de las normas eucli-
dianas de los renglones o columnas). Sea A € M,,«x,(C). Entonces

m 1/2

Al = (Z IIAJ',*H§> : (8)
j=1
" 1/2

[AllF = (Z IIA*,kH%) : 9)
k=1

Demostracion. La férmula (8) se obtiene de (6) al notar que

n
D 1A = 1Al
k=1

Para deducir (9) de (6), hay que intercambiar el orden de las sumas y notar que
> 1Al = Al =
j=1

12 Ejemplo. Consideremos una matriz real 2 x 3:

2 1 —4
A:{E) 0 —1]'

Apliquemos la férmula (4):

29 2 —13
A*A = 2 1 —4 |, tr(A*A)=29+1+17=147, |A|lr = V47 =~ 6.86.
—13 —4 17

Por la férmula (6),
IAllr = (4+ 1416 +25+ 0+ 1) = V47,
Por la férmula (8),
Alr = (| AL + | A2.]12)"? = (21 + 26)2 = V4T,
Por la férmula (9),

1/2

1Al = ([ Auall3 + [Awall3 + | Acs]13) " = (20 + 1+ 17)% = V4T,

13 Ejercicio. Encontrar comandos que calculan la norma de Frobenius de la matriz dada
en varios sistemas de algebra computacional, por ejemplo, en Sagemath, GNU Octave, R,

Wolfram Mathematica, MATLAB.
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14 Ejercicio. En algin lenguaje de programacion escribir una funcién que tenga un
argumento matricial A y que calcule y devuelva la norma de Frobenius de la matriz dada
A. Se puede usar el siguiente esquema con dos ciclos encajados:

function FrobeniusNorm (A) :
s <= 0y
m <- number of rows of A;
n <- number of columns of A;
for j <=1, ..., m:
for k <- 1, .., nN:
s <— s + abs(A[j, k]) = 2;
return sqrt(s);

15 Ejemplo (la norma de Frobenius de un vector). Sea v = [vj}?zl € C". Identificamos
el vector v con la matriz-columna W € M,,«1(C), poniendo

VVj,l:Uj (]E{]-u?n})

Entonces la norma de Frobenius de la matriz W coincide con la norma euclidiana del

vector v:
n 1/2
IWllr = (Z !W) = [|v]|2.
j=1

16 Proposicion. La norma de Frobenius en efecto es una norma en el espacio vectorial
complejo My xn(C).

Demostracion. Es un hecho general que si (-, -) es un producto interno, entonces la funcién
definida mediante la férmula (3) es una norma. Se dice que esta norma es inducida por el
producto interno (-, -). Para los estudiantes que olvidaron el concepto de norma inducida
por un producto interno recordemos el esquema de demostracion.

La propiedad subaditiva se obtiene de la desigualdad de Schwarz para este producto
interno:

|A+B|%=(A+ B, A+ B) = (A,A) + (A, B) + (B, A) + (B, B)
= Al + 2Re((A, B)) + | Bl < Al + 21(A, B)| + || BIl%

< |All% + 21 Allr 1 Bllr + 1BIE = (IAllr + [|Bll#)*.
La propiedad homogénea absoluta se verifica directamente:

AAllF = VAAAA) = VA2 (A A) = AL Al

Finalmente, la norma de Frobenius de cualquier matrix no nula es estrictamente positiva.
Es una de las propiedades del producto interno que fue verificada en la demostracién de
la Proposiciéon 1. O
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La norma de Frobenius y la multiplicacién de matrices

17 Lema (desigualdad de Cauchy para las entradas del producto de matrices). Sean
A e Mpyxn(C), B€ Mysyy(C), j€{1,...,m}, k€ {1,...,p}. Entonces

(AB)jal* < 1Azl 1Bl (10)
Demostracion. Escribimos (AB); . por la definicién del producto de matrices:

(AB)j,k = ZAj,sBs,ka

s=1

aplicamos las propiedades subaditiva y multiplicativa del valor absoluto y la desigualdad
de Cauchy:

n n 1/2 n 1/2
KAB%,kISZ\AmHBs,k!é(ZrAj,sF) (Zl%?) = |4;u 2] Bugll2: O
s=1 s=1 s=1

18 Teorema (propiedad submultiplicativa de la norma de Frobenius). Sea A € M., (C)
y sea B € M,,»,(C). Entonces

|AB|[r < | Allrl|Bll#. (11)
Demostracion. Aplicamos la férmula (6) y el Lema 17:
TETED 9 SITENEES 9 ITWHENERYS oIt [ boit¥ ]
=1 k=1 j=1 k=1 k=1

Recordando las férmulas (8) y (9) llegamos al producto || A||%||B]|%. O

19 Corolario. Sean A € M,«,(C), v € R™. Entonces
[Avllz < [[AllF[lv]2-
Demostracion. Este resultado se obtiene del Teorema 18 y Ejemplo 15. O

Recordemos que la norma matricial en M,,«,(C) asociada a la norma euclidiana || - |2
en C" se define como

A
HAHmatr,Q = sup H UHQ

. (12)
vecm\{0,} 11V]l2

20 Proposicién (la norma de Frobenius es una cota superior para la norma matricial
asociada a la norma euclidiana de vectores). Sea A € M, (C). Entonces

[Allmatr2 < [[Allp-
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Demostracion. Se sigue del Corolario 19 y de la férmula (12) que define || Al|matr 2 O

21 Ejemplo (las normas de una matriz diagonal). Sea d € C". Consideremos la matriz
diagonal con entradas diagonales dy, ..., d,:

n
j,k=1"

dlag(d) = [djaj,k]
Aplicamos las propiedades de la delta de Kronecker:
| ding(d)[2 =SS 1202 = SO 12650 = ST 1, = e,
j=1 k=1 Jj=1 k=1 J=1

para concluir que

| diag(d)|[r = |dll2-

Por otro lado, es posible demostrar que
| diag(d) [ matr.2 = [|df|oc-
22 Ejercicio (las normas de la matriz identidad). Calcular ||1,||matr2 ¥ [|1n]l#-

23 Ejercicio (las normas de una matriz basica). Sean p € {1,...,m}, ¢ € {1,...,n}.
Denotemos por E,, a la matriz de tamafo m x n cuya entrada (p,q) es igual a 1, y las
demés entradas son cero:
m,n
Ep)q = |:6p7‘75Q7ki| j}k:l‘

Calcular ||Ep 4|lmatr2 ¥ || Epgllr-

24 Proposicién (la norma de Frobenius de la matriz transpuesta y de la matriz trans-
puesta conjugada). Sea A € M, (C). Entonces

1A P = 1A%]lF = [1AllF.

25 Proposicién (propiedad submultiplicativa con la norma de Frobenius y la norma
inducida por la norma euclidiana). Sean A € M4, (C), B € M,,»,(C). Entonces

[AB|[r < [[Allmatr 2l Bl 7, (13)
[AB|[r < [[Allpl| Bllmatr,2- (14)

Demostracion. Para demostrar (13), recordemos que cada columna del producto AB se
puede escribir como el producto de la matriz A por la columna correspondiente de la
matriz B:

(AB)*,k = AB*,k;
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luego aplicamos la férmula (9) y la propiedad principal de || A|matr 2:

n n n
1ABllr =) IABl3 < D 1A w2l Berlls = 1A a2 Y 1 Beil3 = 1Al e 2| Bll -
k=1 k=1 k=1

La férmula (14) se puede deducir de (13) usando la Proposicién 24:
[ABl[r = [I(AB)"||r = [|B*A"[|r < || B"[lmatr 2l A*[| 7 = || Bllmatr 2l All -

Hemos utilizado el hecho que || B*||matr.2 = || B||matr.2- O

26 Proposicién (la norma de Frobenius es invariante bajo la multiplicacién por matrices
unitarias). Sea A € M,x,(C).

1. SiU € M,,(C) y U*U = I,,,, entonces

IUAllr = [[Allp- (15)

2. SiV e M,(C) yV*V = 1I,, entonces

|AV||F = ||AllF- (16)

Demostracion. Esta proposicién se puede ver como un corolario del Ejercicio 7. Escri-
bamos la demostracién directa, utilizando (4), propiedades de la operacion A — A* y
propiedades de la funcién traza:

[UA|Z = tr((UA)*(UA)) = tr(A"UUA) = tr(A*A) = || A]|7,
|AV |3 = tr((AV)*(AV)) = tr(VFA*AV) = tr(V*VA*A) = tr(A*A) = ||A|%. O
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