Funciones holomorfas
definidas por integrales con parametros

Egor Maximenko: La idea del siguiente teorema es muy conocida, por no he podido en-
contrar esta version general en literatura. Agradezco a Jesus Alberto Flores Hinostrosa y
Julio Eduardo Enciso Molina por pensar juntos en los detalles de este teorema.

Objetivos. Mostrar como definir funciones holomorfas por medio de integrales con un
parametro.

Prerrequisitos. Teorema integral de Cauchy—Goursat, teorema de Morera, el criterio de
Heine de continuidad en términos de sucesiones, teorema de Fubini, teorema de Tonelli.

Aplicaciones. Teoremas tipo Paley—Wiener sobre las funciones holomorfas definidas por
medio de la transformada de Fourier extendida.

Observacién 1 (notacién para una funcién de dos variables con una variable fija). Sea
f: X x D — C. Para cada a en X, definimos f;,: D — C,

f1a(2) = f(a, 2).
Para cada b en D, definimos fy;,: X — C,
fop(@) = f(z,b).

Teorema 2. Sean D un subconjunto abierto de C, (X, F,u) un espacio de medida o-
finita, f: X x D — C una funcion con las siguientes propiedades:

1) [ es medible;
2) para cada x en X, fi, € H(D);

3) para cada subconjunto compacto K de D, la funcion hx: X — [0,400), definida
como

hi(x) = sup | f(z,w)],
weK
es de clase L'(X, ).
Definimos g: D — C,

6(2) = ! fo dp.

Entonces, g € H(D).
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Observacion 3. La condicién 2) se puede escribir en otra notacion:
Va e X fla,-) € H(D).
La condicién 3) en otra notacién: para cada subconjunto compacto K de D,

[ (sup 176w ) aute) < 40,

weK

La definiciéon de g en otra notacion:

g@%=/f@%ﬂ%@-

X

Demostracion. 1. Para cada z en D, aplicando la suposicién 3) con K = {z}, vemos que
fa,» es Lebesgue integrable. Por lo tanto, g estd bien definida.

2. Mostremos que g es continua en D. Dado b en D, mostremos que g es continua
en el punto b. Usamos el criterio de Heine de continuidad en términos de sucesiones. Sea
(¢;)jen una sucesion en D que converge al punto b. Pongamos

K ={c;: jeN}uU{b}.

Entonces, K es un subconjunto compacto de D. La sucesion (fa;)jen estd dominada por
la funcién hg:
VieN VreX |f(z, ;)] < hg(x).

Para cada = en X, la funcién f;, es continua, por eso la sucesion numérica (f(z,c;))jen
converge al nimero f(z,b). En otras palabras, la sucesion de funciones (fa.,);jen converge
a la funcién f5; de manera puntual. Por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue,

j—o0

i g(cy) = lim [ foc, di= [ faude = g(0)
X X

Hemos demostrado que g € C(D).

3. Para demostrar que g es holomorfa, utilizaremos el teorema de Morera. Sean z1, 2o, 23
algunos puntos de D tales que conv(zy, 22, 2z3) € D. Sea v: [0,1] — C el camino formado
por los tres segmentos que unen z; con zp, zo CON 23 y 23 CON 21:

(1 —3t)z; + 3tzo, 0<t<1/3;
Y(t) =9 (2=3t)za+ (3t — 1)z3, 1/3<t<2/3;
(3— 32+ (3t — 2z, 2/3<t<1.
Sea K = ~([0,1]) y sea

C = 3max{|ze — 21|, |23 — 22, |21 — 23}
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Notamos que K es un subconjunto compacto de D. Definimos 7: [0,1] — C,

_ )Y@, te[0,1]\{1/3,2/3},
n(t) = {0, t e {1/3,2/3}.

Entonces, |7/ (t)| < C para cada ¢ en [0, 1]. Definimos u: X x [0,1] — C, v: X x [0,1] —
0, +00)
u(z,t) = flz, ()0 (), vz, t) = |u(z, ).

La condicién 1) implica que u y v son medibles. Para cada x en X y casi cada t en [0, 1],
podemos acotar v(x,t) de la siguiente manera:

() = v(w,t) = |u(z, )| = [f (@, ()] In(t)] < Chi ().

Sea A la medida de Lebesgue. La suposicién 2) y el teorema de Tonelli implican que v es

integrable:
/ vd(,ux)\):/ /vg,tdu dA

X x[0,1] 0,1 \X
SO/ /thu d,u:C/thu<+oo.
[0,1] \X X

Ahora podemos aplicar el teorema de Fubini a la funcién u. Tenemos la siguiente cadena
de igualdades:

/mawz/awmvwwz/@wwmww

0% [0,1] [0,1]
= [ [ mowdu)nrat= [ | [ nuc@nac| ane
[0,1] \X X \o,1]

[ | [ fiee)2 ) dute).

Por la suposicién 1) y el teorema de Cauchy—Goursat, la integral interior es 0. Como
f7 g(z)dz = 0 para cada camino triangular - contenido en D junto con su interior, por el
teorema de Morera concluimos que g € H(D). O
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