Topologia débil-* y convergencia de redes

Objetivos. Demostrar que la convergencia en la topologia débil-* es equivalente a la
convergencia puntual.

Prerrequisitos. Subbases de topologia, convergencia de redes.
En este tema suponemos que V' es un espacio de Banach.

1 Definicién (topologia débil-* en V*). Para cada f en V*, z en V, ¢ > 0, pongamos
Upee ={heV*: |h(z) - f(z)| < e}

Sea
U={Ure: fEV, €V, >0}

Sea 7,(V*) la topologia generada por U, es decir, la mas pequena entre todas las topologias
que contienen a la coleccién U.

Dado un elemento f de V*, vamos a construir su base local (se puede revisar el concepto
en libros de topologia).

2 Definicion. Para cada fen V*, men N, z1,..., 2, en V y £ > 0, pongamos

Ut @r,am)e = {h eV Vke{l,....m} |h(zg)— f(z)]| < 5}.

3 Proposicion. Para cada f en V', m en N, x1,...,2 en'V ye >0, U (ay,..0m)e €S
una vecindad abierta de f en la topologia T,(V*).

Demostracion. En efecto, f € Us ay,..om)e ¥

m
Uf,(x1,...,xm),€ = ﬂ Uf,:ck7a- L]
k=1

4 Proposicién. Sea f € V* y sea A una vecindad abierta de f en la topologia 7,(V*).
Entonces, existen m en N, x1,...,x,, en V y e >0 tales que

Uf»(l"l,...,mm),g Q A.
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Demostracion. Sea B el conjunto de las intersecciones finitas de elementos de U. Se sabe
que B es una base de la topologia 7,(V*), es decir, cada conjunto abierto en 7, (V*) es
una union de una subcoleccion de B.

Elegimos C C B tal que A = UC. Como f € A, existe B en C tal que f € B. Por la
definicién de B, existen men N, g1,...,gn en V* xq,... .2 en V y 01,...,0,, > 0 tales
que

m
B = ﬂ Ugion.r,-
k=1

Como f € B, para cada k tenemos que

|f (k) — ge(@r)| < O
En otras palabras,
ok — | f(z) — g(zx)| > 0.

Pongamos
€= min (5k — | f(xy) — gk(xk)|)

ke{l,...m}

Mostremos que
Uf:(xlvnzxm),a g B

En efecto, si h € Uy (4, 2m),e, €ntonces para cada k en {1,...,m} tenemos que

|h(wx) — ge(zr)| < |R(xn) — floe)] + [ f(zr) — gr(@n)] < e+ [f(2r) — gr(zp)]
< 0k — |f(zr) — gr(@r)| + | f(zx) — gr(z1)| = O

Concluimos que Uy, (3, .. 2., € B C A. O

5 Proposicién. Sea (J, =) un conjunto dirigido, sea s: J — V* una red y sea f € V*.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

Tw(V*)

(CL) Sj - f;

(b) para cada x en'V, s;(x) — f(z).
je

Demostracion. (a)=-(b). Supongamos que se cumple (a). Sea z € V y sea ¢ > 0. El
conjunto Uy, . es una vecindad abierta de f en la topologia 7, (V*). Por lo tanto, existe
j en J tal que para cada k en J con k = j, s; € Us .. Pero esto significa que

Vi lsi@) - fla)] <e
Hemos demostrado que s;(x) — f(z).

jedJ
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(b)=-(a). Supongamos que se cumple la condicién (b). Demostremos (a). Sea A una ve-
cindad abierta de f. Usando la Proposicién 4, elegimos men N, z1,...,x, en V y e > 0

tales que
Uf»(l'17~--,.’tm),5 C A.

Para cada r en {1,...,m}, usando el hecho que s;(z,) — f(z,), encontramos p, en J
Je

tal que para cada j en J con j = p,,

|sj(2r) = flap)] <e. (1)

Elegimos ¢ en J tal que ¢ >~ p1,...,pn. Para cada j en J con j > ¢, para cada r en
{1,...,m} se cumple (1), asi que

8] e Uf,(xh...,ccm)@ C A'

w(V*
Hemos demostrado que s; LJ)> f ]
je
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