Varias formas equivalentes del grupo T

Objetivos. Conocer varias formas equivalentes del grupo T:
T, R/(27Z), 0, 27).
En este tema no vamos a trabajar mucho con la topologia de estos conjuntos.

Requisitos. Numeros complejos, grupo cociente, medida de Lebesgue.

El grupo T
Definicién 1. T := {z € C: [z]| =1},

T se considera con la operacién de multiplicacién inducida de C.
Proposicion 2. T es un grupo conmutativo.

Demostracion. Sabemos que la multiplicacion en C es asociativa y conmutativa. Si z,w €
T, entonces

2w = |z] lw| = 1,
asf que zw € C. Més atin, si z € T, entonces 2 ! =Z y
27 =zl =2l = 1,
asf que 27! € T. Finalmente, |1| = 1, por eso 1 € T. O

La siguiente proposicion es una consecuencia de propiedades basicas de la funcién
exponencial compleja. Se recomienda definir la funcién exponencial por medio de la serie
de potencias y demostrar sus propiedades principales.

Proposicién 3. Definimos E: R — T,
E(z) =¢'".

Entonces E es un epimorfismo y ker(E) = 27Z.

El grupo R,

Denotamos por Ry, := R/(27Z) al grupo cociente. La operacién en Ry, satisface la
siguiente regla (que se puede aceptar como definicién): si x,y € R, entonces

(x+27Z) + (y + 27Z) = (x + y) + 27Z.
Proposicién 4. Existe una unica funcion p: R, — T tal que
o(x + 277) = e'” (x € R).
La funcion ¢ es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Se aplica la Proposicién 3 y el primer teorema de isomorfismos de grupos.

[]
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[0,27r) como un grupo

Definicién 5. En el conjunto [0,27) definimos una operacién binaria @ mediante la
siguiente regla:

a+ b, sia—+b<2m;
adb=
a+b—2m, sia+b>2r.

Proposicién 6. [0, 27) con esta operacion es un grupo conmutativo. La funcionp: [0,27) —
R/(27Z), definida como
U(x) = x + 277,

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. 1. Mostremos que ¢ es inyectiva. Si a,b € [0,27) y a < b, entonces 0 <
b—a < 27. Por lo tanto, b — a ¢ 2xZ. Como los elementos a y b no son congruentes, sus
clases de equivalencia son diferentes, y ¥(a) # 1 (b).

2. Mostremos que 9 es sobre. Sea X € R/(27Z). Encontramos x € R tal que X =
r + 2nZ. Pongamos

k= {ij, a =z — 2km.
2T
Entonces k € Z y
k< Ry + 1.
2T
Esto implica que 2km < x < 2km + 27 y
0<a<2r.

Como = = a + 2k, tenemos que ¥ (a) = P(z) = X.
3. Mostremos que ¢ convierte la operacién @ en la adicién usual en R/(27Z). Sean
a,b e [0,2m).
Y(a) = a+ 277, P(b) = b+ 2nZ.

Sia+b< 2w, entoncesa®b=a+0by
Y(a®db) =¢pla+b) =(a+b)+21Z.
Sia+b>2m entoncesadb=a+b—21y
Y(adb) =vY(a+b—-21)=(a+b—271)+21Z = (a + b) + 27Z.

En ambos casos,
U(a @ b) =1(a) + (D).

4. Como 1 es una biyeccién, Ry es un grupo y v convierte la operacion @ en la operacion
del grupo Ry, concluimos que [0,27) con la operaciéon @ también es un grupo. Ahora
podemos decir que ¥ es un isomorfismo de grupos. O
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Proposicién 7. Definimos n: [0,27) — T,
n(a) = e'".
Entonces n es isomorfismo de grupos.

Ejercicio 8. Sin usar el grupo Ry, demostrar de manera directa que n(a®b) = n(a)n(b),
Sin usar el grupo Ry, demostrar que Ry, es un grupo y 7 es un isomorfismo.

T

([0,27), &) Ror = R/(27Z)

Topologia
Proposicién 9. T con la topologia inducida de C es un espacio topolégico compacto. T
es un grupo topoldgico.

Demostracion. T es un subconjunto cerrado y acotado de C. Se sabe que C es un campo
normado, por eso la multiplicacién en C es una operacién continua. Por lo tanto, es
continua su restriccién a T. Sabemos que operacién de inversién, z + 2!, es continua en
C\ {0}. Por lo tanto, es continua su restriccién a T. O

Observacién 10. La topologia en Ry, se define como la topologia del cociente. Notemos
que si a € R, entonces los conjuntos

(a—0d,a+0)+ 217,
donde 0 > 0, forman una base de vecindades abiertas del punto a.
Observacion 11. Se puede demostrar que Ry, es un grupo topoldgico.

Observacion 12. Definimos en [0, 27) una topologia no canénica de tal manera que para
cada a en (0,2m), los conjuntos

(a —d,a+ ),

con 0 < de < min(a, 2w — a), forman una base de vecindades abiertas del punto a. Para
a = 0, una base de vecindades esta formada por los conjuntos

[0,0) U (21 — 6, 27),
donde 0 < 6 < .

Observacion 13. Se puede demostrar que [0, 27) con la operacién @ y con esta topologia
es un grupo topoldgico.

Observacién 14. Se puede demostrar que ¢, 1), n son homeomorfismos.
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Medida

Definicién 15. Denotemos por Fr y pur a la o-algebra de Lebesgue y a la medida de
Lebesgue. La medida en [0, 27) se define como la medida de Lebesgue normalizada. Para
cada A C [0,27), tal que A € Fg,

_ (4
2T

pi(A)

Definicién 16. La medida canénica en T se puede definir como la imagen de la medida
p bajo n:
pr(B) = pa(n~'[B]).

De manera mas explicita,

in(B) = e ({z € [0,227;): el € B})

Definicién 17. La medida candnica en Ry, se puede definir como la imagen de la medida
1 bajo ¥ )
[r,, (C) = (™ [C]).

En otras palabras,

_ER ({z €[0,2m): z+27Z € C})

/"LRQW (C) - 27_(_ ‘

Observacion 18. Se puede demostrar que p es invariante bajo las traslaciones:
(x4 A) = p(A).

Maés aun, 4 es la inica medida en [0, 27) (definida en todos los subconjuntos Lebesgue-
medibles) con esta propiedad.

Observacién 19. De manera similar, ur es la inica medida en T invariante bajo las
rotaciones, y g, es la inica medida en Ry, invariante bajo las traslaciones.

Ventajas de cada uno de estos grupos
Observacién 20. Mencionemos algunas ventajas de varias formas equivalentes de T.

» En T es simple la operacién del grupo (es una restriccién de la multiplicacién de
ntumeros complejos) y la topologia.

= En Ry, la operacion del grupo y la topologia se definen por medio de procedimientos
muy usuales en algebra y topologia.

= En [0, 27) se define facilmente la medida. La operacién del grupo también es accesible
y puede ser comoda para programar.
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