
El principio de acotación uniforme

(el teorema de Banach–Steinhaus)

Objetivos. Demostrar el principio de acotación uniforme.

Prerrequisitos. Teorema de Baire, operadores lineales acotados en espacios normados.

En estos apuntes, denotamos por CX(a, r) a la bola cerrada con centro a de radio r en el
espacio normado X:

CX(a, r) := {x ∈ X : ∥x− a∥X ≤ r}.

Recordemos que si T ∈ B(X, Y ), entonces la norma de T se puede definir mediante la
siguiente fórmula:

∥T∥B(X,Y ) = sup
u∈CX(0X ,1)

∥Tu∥Y .

El Lema 1 dice que en vez de la bola CX(0X , 1), podemos usar cualquier bola cerrada en
X, pero hay que dividir el supremo correspondiente entre el radio de la bola. Este lema
aparece en el siguiente art́ıculo.

A.D. Sokal (2011): A really simple elementary proof of the uniform boundedness theorem.
https://doi.org/10.4169/amer.math.monthly.118.05.450.

1 Lema (acotación de la norma de una transformación lineal por medio de sus valores
en una bola). Sean X, Y espacios normados, T ∈ B(X, Y ), a ∈ X, r > 0. Entonces,

∥T∥B(X,Y ) ≤
M

r
, donde M := sup

x∈CX(a,r)

∥Tx∥Y .

Demostración. Sea u ∈ CX(0X , 1). Notamos que a+ ru, a− ru ∈ CX(a, r) y

u =
1

2r

(
(a+ ru)− (a− ru)

)
.

Como T es lineal,

T (u) =
1

2r

(
T (a+ ru)− T (a− ru)

)
.

Luego

∥Tu∥Y ≤ 1

2r
(∥T (a+ ru)∥Y + ∥T (a− ru)∥Y ) ≤

M

r
.

Pasando al supremo sobre u en CX(0X , 1), obtenemos que ∥T∥B(X,Y ) ≤ M
r
.
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2 Teorema (el principio de acotación uniforme). Sea X un espacio de Banach y sea Y
un espacio normado. Sea F un subconjunto de B(X, Y ) tal que

∀x ∈ X sup
T∈F

∥T (x)∥Y < +∞. (1)

Entonces,
sup
T∈F

∥T∥B(X,Y ) < +∞.

Demostración. Para cada n en N, pongamos

An :=

{
x ∈ X : sup

T∈F
∥Tx∥Y ≤ n

}
= {x ∈ X : ∀T ∈ F ∥Tx∥Y ≤ n} .

De la suposición (1) se sigue que
⋃

n∈N An = X. Como X es un espacio métrico completo,
es un espacio de Baire. Elegimos un m en N tal que int(cl(Am)) ̸= ∅. Para cada T en
F , definimos φT : X → R, φT (x) := ∥Tx∥Y . La función φT es continua, por ser una
composición de dos funciones continuas. Por lo tanto, el conjunto Am es cerrado:

Am =
⋂
T∈F

{
x ∈ X : ∥Tx∥Y ≤ m

}
=

⋂
T∈F

φ−1
T

(
[0,m]

)
.

Luego int(Am) ̸= ∅. Por eso existe un a en X y un r > 0, tales que CX(a, r) ⊆ Am.

Sea T ∈ F . Para cada x en CX(a, r) tenemos x ∈ Am, aśı que

∥Tx∥Y ≤ m.

Aplicando el Lema 1, concluimos que ∥T∥B(X,Y ) ≤ m/r.

3 Corolario (teorema de Banach–Steinhaus sobre las sucesiones puntualmente conver-
gentes de operadores lineales acotados). Sean X un espacio de Banach, Y un espacio
normado y (Tn)n∈N una sucesión en B(X, Y ). Supongamos que para cada x en X la suce-
sión (Tnx)n∈N converge en Y a un vector que denotemos por S(x). Entonces, S ∈ B(X, Y ).

Demostración. Aplicando la linealidad de Tn y pasando al ĺımite, es fácil ver que la función
S es lineal. Mostremos que el operador lineal S es acotado. Para cada x en X, la sucesión
(Tnx)n∈N converge, luego el conjunto {Tnx : n ∈ N} es acotado en Y . Por el principio de
acotación uniforme, existe C ≥ 0 tal que ∥Tn∥B(X,Y ) ≤ C para cada n en N. Luego

∀x ∈ X ∀n ∈ N ∥Tnx∥Y ≤ C∥x∥X .

Pasando al ĺımite cuando n → ∞, obtenemos que

∀x ∈ X ∥Sx∥Y ≤ C∥x∥X .
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4 Corolario (los conjuntos débilmente acotados en un espacio normado son acotados).
Sea X un espacio normado y sea A un subconjunto de X tal que para cada φ en X∗ el
conjunto de números {φ(x) : x ∈ A} es acotado. Entonces, A es acotado.

Demostración. Denotemos por Λ(x) al funcional de evaluación en x:

Λ(x) : X∗ → C, Λ(x)(φ) := φ(x).

Ya sabemos que Λ(x) ∈ X∗∗ y por un corolario del teorema de Hahn–Banach ∥Λ(x)∥ =
∥x∥. Notamos que {Λ(x) : x ∈ A} es un subconjunto de X∗∗ = B(X∗,C), y este sub-
conjunto es puntualmente acotado. Como X∗ es completo, por el principio de acotación
uniforme concluimos que

sup
x∈A

∥Λ(x)∥ < +∞.

Demostración del principio de acotación uniforme
propuesta por Alan D. Sokal, 2011

Esta demostración no utiliza el teorema de Baire.

Demostración del principio de acotación uniforme. Supongamos que

sup
T∈F

∥T∥ = +∞.

Elegimos una sucesión (Tn)n∈N con valores en F tal que ∥Tn∥ ≥ 4n para cada n en N.
Pongamos x0 y construimos una sucesión (xn)

∞
n=0 de manera inductiva. En cada paso,

aplicamos el Lema 1 a la bola CX(xn−1, 3
−n) y encontramos un punto xn en X tal que

∥xn − xn−1∥X ≤ 3−n, ∥Tnxn∥Y ≥ 2

3
3−n ∥Tn∥.

La sucesión (xn)
∞
n=0 es de Cauchy. Denotemos su ĺımite por z. Notamos que si m > n,

entonces

∥xn − xm∥X ≤
∞∑

k=n+1

1

3k
=

3

2
· 1

3n+1
=

1

2
· 3−n.

Pasando al ĺımite cuando m tiende a infinito, obtenemos

∥xn − z∥X ≤ 1

2
· 3−n.

Luego

∥Tnz∥Y ≥ ∥Tnxn∥Y − ∥Tn(xn − z)∥Y ≥ ∥Tn∥
(
2

3
· 3−n − 1

2
· 3−n

)
≥ 1

6

(
4

3

)n

.

Hemos mostrado que la sucesión (∥Tnz∥Y )∞n=1 no es acotada, pero esto contradice a la
suposición del teorema.
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