El principio de acotacién uniforme
(el teorema de Banach—Steinhaus)

Objetivos. Demostrar el principio de acotacién uniforme.

Prerrequisitos. Teorema de Baire, operadores lineales acotados en espacios normados.

En estos apuntes, denotamos por C'x(a,r) a la bola cerrada con centro a de radio r en el
espacio normado X:

Cx(a,r) ={r e X: |z —al|x <r}.
Recordemos que si T' € B(X,Y), entonces la norma de 7' se puede definir mediante la

siguiente féormula:
ITllsxyy = sup || Tully.

uECX(Ox,l)

El Lema 1 dice que en vez de la bola Cx(0y, 1), podemos usar cualquier bola cerrada en
X, pero hay que dividir el supremo correspondiente entre el radio de la bola. Este lema
aparece en el siguiente articulo.

A.D. Sokal (2011): A really simple elementary proof of the uniform boundedness theorem.
https://doi.org/10.4169/amer.math.monthly.118.05.450.

1 Lema (acotacién de la norma de una transformacién lineal por medio de sus valores
en una bola). Sean X,Y espacios normados, T € B(X,Y), a € X, r > 0. Entonces,

M
T Bxy) < o donde M= sup ||Tz|y.

zeCx (a,r)

Demostracion. Sea u € Cx(0x, 1). Notamos que a + ru,a —ru € Cx(a,r) y

u:2—1r((a+'ru)—(a—ru)).

Como T es lineal,

1
T(u) = o (T(a +ru) —T(a— ru))
r
Luego
1 M
1Tully < o (IT(a +ru)lly + [T(a = rully) < —
Pasando al supremo sobre u en Cx(Ox, 1), obtenemos que ||T||px,y) < . O
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2 Teorema (el principio de acotacién uniforme). Sea X un espacio de Banach y sea' Y
un espacio normado. Sea F' un subconjunto de B(X,Y') tal que

Ve e X sup ||T'(z)|ly < +o0. (1)
TeF

Entonces,
sup || T sx,v) < +o00.
TeF

Demostracion. Para cada n en N, pongamos
A, = {x €eX: sup|Tz|y < n} ={reX: VI'eF |Tz|y <n}.
TeF

De la suposicion (1) se sigue que |J,,.y An = X. Como X es un espacio métrico completo,
es un espacio de Baire. Elegimos un m en N tal que int(cl(4,,)) # @. Para cada T en
F, definimos pr: X — R, pr(z) = ||[Tz|y. La funcién ¢r es continua, por ser una
composicion de dos funciones continuas. Por lo tanto, el conjunto A,, es cerrado:

A, = ﬂ {zeX: |Tz|ly <m} = ﬂ o7 ([0,m]).

Ter TeF
Luego int(A,,) # @. Por eso existe un a en X y un r > 0, tales que Cx(a,r) C A,,.
Sea T' € F. Para cada x en Cx(a,r) tenemos x € A,,, asi que
1 Tz[ly < m.
Aplicando el Lema 1, concluimos que ||T'||px,y) < m/r. O
3 Corolario (teorema de Banach—Steinhaus sobre las sucesiones puntualmente conver-
gentes de operadores lineales acotados). Sean X un espacio de Banach, Y un espacio

normado y (Ty,)nen una sucesion en B(X,Y). Supongamos que para cada x en X la suce-
sion (T, )nen converge en'Y a un vector que denotemos por S(x). Entonces, S € B(X,Y).

Demostracion. Aplicando la linealidad de T), y pasando al limite, es facil ver que la funcién
S es lineal. Mostremos que el operador lineal S es acotado. Para cada x en X, la sucesién
(T,%)nen converge, luego el conjunto {T,,z: n € N} es acotado en Y. Por el principio de
acotacion uniforme, existe C' > 0 tal que ||T},||px,y) < C para cada n en N. Luego

Ve e X Vn e N | Thzlly <Oz x.
Pasando al limite cuando n — oo, obtenemos que

VeeX ||Szlly <Cllz|x. O
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4 Corolario (los conjuntos débilmente acotados en un espacio normado son acotados).
Sea X un espacio normado y sea A un subconjunto de X tal que para cada ¢ en X* el
conjunto de numeros {p(x): x € A} es acotado. Entonces, A es acotado.

Demostracion. Denotemos por A(x) al funcional de evaluacién en x:
M) X* 5 C A@)(p) = (@)

Ya sabemos que A(x) € X** y por un corolario del teorema de Hahn-Banach ||A(x)| =
||z||. Notamos que {A(z): x € A} es un subconjunto de X** = B(X* C), y este sub-
conjunto es puntualmente acotado. Como X* es completo, por el principio de acotacion
uniforme concluimos que
sup ||[A(z)]] < +o0. O
€A

Demostracion del principio de acotacion uniforme
propuesta por Alan D. Sokal, 2011

Esta demostracion no utiliza el teorema de Baire.

Demostracion del principio de acotacion uniforme. Supongamos que

sup ||T']| = +o0.
TeF

Elegimos una sucesién (7},)nen con valores en F tal que ||7,| > 4™ para cada n en N.
Pongamos xy y construimos una sucesién (z,)5°, de manera inductiva. En cada paso,
aplicamos el Lema 1 a la bola Cx(x,_1,3™") y encontramos un punto x,, en X tal que

—n 2 -n
|lzn — 2pal|x <377, | Ty > §3 |7

La sucesion (x,)22, es de Cauchy. Denotemos su limite por z. Notamos que si m > n,

entonces
o

1 3 1 1
n~— 4m S Py A = — - 3—n‘
[ Tm||x k:zn;rl 3k 9 3ntl 9

Pasando al limite cuando m tiende a infinito, obtenemos
1 -n
||xn—z]|X§§-3 .

Luego

2 1 1 /4\"
Tn > Tn n - Tn n Z Tn 53" =3 Z_ 5 .
Tl 2 [Tl = ITate = 2y 2 1Tl (557 = 5-37) 2 ¢ (3)

Hemos mostrado que la sucesion (||75,z||y)52, no es acotada, pero esto contradice a la
suposicién del teorema. O
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