Espacios métricos totalmente acotados, continuacion

Objetivos. Seguir estudiando propiedades de espacios métricos totalmente acotados.

Prerrequisitos. Espacio métrico, subespacio de un espacio métrico, sucesién de Cauchy,
espacio topoldgico separable.

Criterio de espacio métrico no totalmente acotado

1 Proposicién (criterio de espacio métrico no totalmente acotado). Sea X un espacio
métrico. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X no es totalmente acotado;

(b) existe una sucesion s € XN y un nimero n > 0 tales que

Vi, ke N (j;«ék: — d(sj,sk)zn).

(c) existen un subconjunto infinito M de X y unn > 0 tales que
Vee M Yye M\{z} d(z,y)>n.

Demostracion. Supongamos (a) y demostremos (b). Como X no es acotado, existe n > 0
tal que en X no hay n-red finita. Elegimos s; € X. Como {s1} no es n-red para X,
existe sy en X tal que d(sq,$2) > €. En el k-ésimo paso, encontramos s en X tal que
d(sk,s;) > ¢ para cada j < k.

Supongamos (b) y demostremos (c). Pongamos M = s[N], esto es, M = {sy: k € N}.
Entonces  y M tienen las propiedades requeridas.

Supongamos (c¢) y demostremos (a). Sean n y M como en la condicién (c). Demostremos
que X no es totalmente acotado. Razonando por reduccion al absurdo supongamos que
X es totalmente acotado. Entonces su subespacio M también es totalmente acotado. Sea
A un subconjunto finito de M tal que para cada z en M se cumple d(z, A) < 7. Entonces
para cada x en M encontramos a en A tal que d(z,a) < n. Por la propiedad de M,
concluimos que a = x, esto es, x € A. Hemos mostrado que M = A, pero esto contradice
a la suposicion que M es infinito. O
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2 Ejercicio. Denotamos por C([0,1]) el espacio de funciones continuas [0, 1] — C, con la
distancia

d(f,g) = sup |f(z)—g(y)|.

x€[0,1]

En este espacio consideremos el conjunto
Yi={fecC(01): Vrel0,1] |f(x)<1}.

Determinar si Y es totalmente acotado.

Espacios métricos totalmente acotados y espacios métricos
separables

3 Observacién (la distancia de un punto a un conjunto, repaso). Recordemos que si X
es un espacio métrico, Y C X y z € X, entonces

d(z,Y) = ;g}f/ d(z,y).

La definicion se puede escribir también de la siguiente manera, en términos de la imagen
del conjunto {z} x Y bajo la funcién d:

d(z,Y)=mf(d[{z} x Y]).

Las siguientes propiedades son faciles de demostrar:
» siY] C Y, C X, entonces d(z,Y)) > d(z, Ys);

» d(2,Y) =0si, y sélo si, z € cl(Y).

4 Proposicion. Sea X un espacio métrico totalmente acotado. Entonces X es separable.

Demostracion. Para cada p en N encontramos un subconjunto finito A, de X tal que
V(A,,1/p) = X. Pongamos
Y = U A,.
p=1

Entonces Y es finito o numerable por ser una unién numerable de conjuntos finitos.

Mostremos que cl(Y) = X. Sea x € X. Entonces para cada ¢ en N
1
d(z,Y) <d(z,A,) < -,
q

luego d(z,Y) =0y z € cl(Y). O
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5 Ejercicio. Dar un ejemplo de espacio métrico que sea separable, pero no sea totalmente
acotado.

Espacios métricos totalmente acotados y sucesiones de Cauchy

6 Proposicion (criterio de espacio métrico totalmente acotado en términos de sucesiones
de Cauchy). Sea X un espacio métrico. Entonces X es totalmente acotado si, y solo si,
cada sucesion en X contiene una subsucesion de Cauchy.

Demostracion. 1. Sea X totalmente acotado y sea x = (x,,)nen una sucesiéon en X. Para
cada Y C X pongamos

Jy = [Y], esto es, Jy={neN: z, €Y}

Vamos a construir por induccién una sucesién decreciente (Ag)ren de subconjuntos de X
con las siguientes propiedades:

» (Ag)ren es decreciente,
» diam(A;) < 27571 para cada k en N,
= J,, es infinito para cada k en N.

En el paso 1 encontramos una cubierta finita C; de X tal que diam(Y") < 1/22 para cada
Y en C;. Notamos que

U Jy = U e Y] =271

YeC; YeC;

YUY =+"X]=N

Yec;

Como C; es finito, no es posible que todos los elementos de la familia (Jy )yec, sean finitos.
Elejimos A; en C; tal que Jy, sea infinito.

En el k-ésimo paso, con k > 2, encontramos una cubierta finita Cy del conjunto A;_; tal
que diam(Y) < 275! para cada Y en C;. Notamos que

U Jy = U x_l[Y]:x_l U Y

YeCy YeCy, YeCy

2 fL‘_l[Ak_l] = ‘]Ak—1‘

Como Jy, , es infinito y Ci, es finito, no es posible que todos los elementos de la familia
(Jy)yec, sean finitos. Elegimos Ay € Cy, tal que Jy, sea infinito.

Espacios métricos totalmente acotados, continuacion, pégina 3 de 4



Por el principio de induccion, la sucesion (Ag)ren esta bien definida con estas reglas.

Ahora vamos a construir por induccién una sucesién v: N — N. Elejimos v(1) en N tal que
v(1) € Ja,. Lo tltimo significa que z,) € A;. En el k-ésimo paso (k > 2) elegimos v(k)
en N tal que v(k) > v(k —1) y v(k) € Ja,, esto es, z,4) € Aj. Entonces la sucesion v es
estrictamente creciente y la sucesién xov es de Cauchy. En efecto, como x,(x), Ty (k41) € Ak,
obtenemos d(Z, k), Ty(ki1)) < 27771

2. Supongamos que X no es totalmente acotado. Entonces existen ¢ > (0 y una sucesion

(ak)ken con valores en X tal que para cada j # k se cumple d(a;, ax) > €. Entonces en la
sucesion (ax)ren No existe subsucesién de Cauchy. O
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