Base de topologia

Objetivos. Definir el concepto de base de topologia. Construir una topologia a partir de
una base de topologia.

1 Definicién (la unién de una coleccién de conjuntos). Sea X un conjunto y sea v C 2%,
El conjunto U~ se define como

U'y::{xeX: dB e~y xEB}.

2 Observacion. En las condiciones de la definicién anterior, el conjunto Uy se puede
escribir como la unién de la familia idéntica cuyo conjunto de indices es 7:

Uy = UB.

Bey

3 Ejercicio. Sea X un conjunto, sea v C 2% y sea C' C X. Demostrar que

Uy CcC = VB € v BCC.

4 Ejercicio. Sea X un conjunto y sean 71,2 C 2% tales que v; C 7. Demostrar que
Uy - Ue.

5 Ejercicio. Demostrar o refutar la siguiente conjetura. Sea X un conjunto y sean vy, ve C
2X . Entonces

Uy Ny2) = (Uy) N (Ure).

6 Definicién (una base de una topologia dada). Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea
B C 2X. Se dice que 3 es una base de T si

r={AC2¥: I CB A=) (1)

7 Ejercicio. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea  una base de 7. Demostrar que
BCrT.
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8 Ejercicio. Sean 71, 7» topologias en X y sea 3 C 2% tal que /3 es una base de 71 y 3 es
una base de 75. Mostrar que 7 = 7.

La siguiente proposicién proporciona otra descripcion equivalente para la coleccion de
conjuntos que aparece en el lado derecho de (1).

9 Proposicién (descripcion local de las uniones de una coleccién de conjuntos). Sea X
un conjunto y sea 3 C 2%. Entonces
{AQX: JyCp AzUv}

={ACX: VeeA 3Bef (xeB AN BCA}

Demostracion. Demostrar C es un ejercicio simple.

Demostremos D. Sea A tal que
VeeX 3Bef (ze€B A BCA). (2)

Pongamos
’y::{BGﬁ: BQA}.

Mostremos que A = U~y. Para cada B en 7 tenemos B C A, por eso Uy C A. Por otro
lado, dado = en A, aplicamos la condicién (2) y encontramos B en [ tal que x € By
B C A. Entonces Beyyx e B CUny. O

10 Proposicién (propiedades de una base de una topologia dada). Sea (X, 7) un espacio
topoldgico y sea B una base de 7. Entonces B tiene las siguientes propiedades.

1. UB=X.

2. Para cada Ay, As en B y cada v en Ay N Ay existe un As en B tal que v € Az y
A3 C AN A,

Demostracion. 1. Como X € 7, existe v C [ tal que X = Uy. Luego
X=UyCupCX.
2. Sean Ay, Ay € B,z € A;NAy. Como Aq, Ay € Ty 7 es cerrada bajo las uniones finitas,

tenemos que A; N As € 7. Como [ es una base de 7, existe v C 3 tal que A; N Ay = U~.
Finalmente, como x € A; N A, existe A3 en vy tal que x € As. n
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Egor Maximenko: me gusta introducir alguna palabra diferente, digamos “topobase”, para
distinguir la Definicién 11 de la Definicién 6.

11 Definicién (topobase). Sea X un conjunto y sea 8 C 2. Decimos que 3 es una base
de topologia o, brevemente, una topobase si [ tiene las siguientes propiedades.

1. Ug =X.
2. Para cada A;, Ay en § y cada z en A; N A, existe un Az en (§ tal que x € Az y
Az € AN As.

12 Observacion. En la definicién de topobase no esta dada ninguna topologia 7.

13 Proposicién. Sea X un conjunto y sea B C 2%. Supongamos que 3 es una topobase.
Definimos T de la siguiente manera:

T::{AQZX: Iy Cp A:U’y}.
Entonces T es una topologia y 5 es una base de T.

Inicio de demostracion. Sea & C 7. Denotemos U{ por A. Tenemos que demostrar que
A € 7. Pongamos
fy::{BEﬁ: BQA}.

Queremos mostrar que A = Uy. Obviamente, Uy C A. Por otro lado, si x € A, entonces
encontramos C' en & tal que x € C. Como C' € 7, encontramos 1 C [ tal que C' = Un.
Como = € C, encontramos B en 1 tal que x € B. Notamos que B € y B C C C A.
Luego B € v. Hemos mostrado que x € U~y. O

14 Ejercicio. Completar la demostracion.
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