El espacio vectorial de las sucesiones complejas

Objetivos. Definir el espacio vectorial CY de las sucesiones complejas.

De acuerdo con la notacién usual de la teoria de conjuntos, denotamos por CN al conjunto
de todas las funciones N — C.

Las operaciones lineales en CN se definen por componentes.

1 Definicién (operaciones lineales en CV). Dadas a,b en CY,

a+b= (CLk + bk)kEN'
En otras palabras, a +b € CN y
Vk € N (a+b)k:ak+bk.

Dadas A en C y a en CV,
Aa = (Aak)keN.
En otras palabras, A\a € CN y

VkeN (M), = Aax.

2 Proposicién. CN es un espacio vectorial.

Demostracion. De los 8 axiomas del espacio vectorial verifiquemos solamente dos.

La existencia del elemento neutro. Denotemos por Oy la sucesion nula:

Oy = (0) keN

Esta sucesién es un elemento neutro bajo la adicién en CN. En efecto, sea a € CY. Notamos
que a + Oy v a ambas son sucesiones de clase CN. Probemos que estas dos sucesiones son
iguales por componentes. Para cada k en N,

(a—i—ON)k = ap + (ON)k = ag +0 = Ag.

Hemos usado la definicién de la adiciéon en CV, la definicién de la sucesién Oy y la propiedad
neutra del niimero 0. De manera similar se muestra que Oy 4+ a = a.
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Probemos la propiedad distributiva de la multiplicacién por escalares respecto a la adicion
de escalares. Sean £, 1 € C, a € CN. Entonces es facil ver que (£ +n)a y £a + na ambas
son elementos de CV, y para cada k en N

(€ +m)a), = (€ +nax = Eax +nak = (§a)x + (na)r = ((§a) + (na)),.

Hemos usado la definicién de las operaciones lineales en CY y la propiedad distributiva
en C. O

3 Observacién. En CY se puede definir la multiplicacién de elementos, componente a
componente:
ab = (akbk)keN'

Esta operacion es asociativa y conmutativa. Denotemos por 1y a la sucesién constante
uno:

Iy = (1)keN.

Esta sucesién es un elemento neutro bajo la multiplicacién. Por lo tanto, CY es un algebra
compleja asociativa y conmutativa con identidad.

4 Observacién. A continuaciéon vamos a definir varios espacios de sucesiones:

= gy, €l espacio de las sucesiones de soporte finito (sucesiones que eventualmente son
cero);

= (>, el espacio de las sucesiones acotadas;

s /P con 1 <p < —+o0, el espacio de las sucesiones p-sumables;

= ¢, el espacio de las sucesiones convergentes;

= (¢, el espacio de las sucesiones convergentes al cero.
Todos estos espacios son subespacios vectoriales de CN. Notemos que no es necesario
verificar los axiomas de espacio vectorial para cada uno de estos espacios de sucesiones;

es suficiente verificar que es cerrado bajo las operaciones lineales y contiene a la sucesion
nula Oy.
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