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Prerrequisitos:
= propiedades algebraicas de nimeros complejos;
= operaciones con funciones punto a punto;

= definicidén del espacio vectorial.
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El conjunto CX

En este tema suponemos que X es un conjunto.
Se puede suponer que X es no vacio.

De acuerdo con la notacién usual de la teoria de conjuntos,
denotamos por CX al conjunto de todas las funciones X — C.
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Definicién
Dadas Aen Cy f: X — C, se define Af: X — C,

M)(x) = A f(x)  (x € X).
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El espacio vectorial CX

Proposicién

CX es un espacio vectorial.

De los 8 axiomas del espacio vectorial verifiquemos solamente dos.
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Demostracién: el elemento neutro bajo la adicién

Sea Ox: X — C la funcién constante cero:
Ox(x) =0 (x € X).

Mostremos que Ox es un elemento neutro bajo la adicién en CX.

En efecto, dada f en CV, para cada x en X tenemos

(f 4+ 0x)(x) = f(x) 4+ 0x(x) = f(x) + 0 = f(x).

Hemos usado: la definicién de la adicién en CX, la definicién de la funcién Ox,
la propiedad neutra del nimero O.

De manera similar se muestra que Ox + f = f.
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Demostracién: la propiedad distributiva

de la multiplicacién por escalares respecto a la adicidon de escalares

Sean £, € C, f € CX,

Es facil ver que (£ +n)f € CX, &f +nf € CX.

Para cada x en X,

((€ +mF)(x) = (€ +n)f(x) = £F(x) +nf (x) = (£F)(x) + (nF)(x) = ((§F) + (nF)) ().

Hemos usado: la definicién de las operaciones lineales en CX, y la propiedad distributiva en C.

Hemos mostrado que (§ + n)f = £f + nf.
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CX como un algebra compleja

En CX se puede definir la multiplicacién punto a punto:
(fe)x) =f(x)gx)  (x€X).

Esta operacién es asociativa y conmutativa.

Un elemento neutro es la funcidon constante uno:

1x(x) =1 (x € X),

Ejercicio. Mostrar que CX es un algebra compleja asociativa y conmutativa con identidad.
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Varios espacios de funciones

Hay muchos espacios importantes de funciones:
B(X)7 C(X)7 CO(X)7 CU(X)7 Cm(X)7 COO(X)7
Hol*(X), Lip(X), BV(X), AC(X), etc.

Todos estos espacios son subespacios vectoriales de CX.
Para cada uno de estos espacios V, no es necesario verificar los axiomas de espacio vectorial.

Es suficiente verificar que V' es cerrado bajo las operaciones lineales y que 0x € V.



