El espacio vectorial de las funciones complejas

Objetivos. Dado un conjunto X, definir el espacio vectorial C* de las funciones com-
plejas.

En este tema suponemos que X es un conjunto. De acuerdo con la notaciéon usual de la
teorfa de conjuntos, denotamos por CX al conjunto de todas las funciones X — C.

Las operaciones lineales en CX se definen por componentes.

1 Definicién (operaciones lineales en C*). Dadas f,g: X — C, sea define f+g: X — C,

(f +9)(x) = f(x) +9(z) (zeX)
Dadas Aen Cy f: X — C,

AN)(x) = Af(z) (v e X).

2 Proposicién. CX es un espacio vectorial.

Demostracion. De los 8 axiomas del espacio vectorial verifiquemos solamente dos.

La existencia del elemento neutro. La funcién constante nula Ox: X — C, definida me-
diante la regla
Ox(z) =0 (x € X),

es un elemento neutro bajo la adicién en C*. En efecto, dada f en CV,
(f +0x)(2) = f(z) + 0x(2) = f(z) +0 = f(x).

Hemos usado la definicién de la adicién en C¥, la definicién de la funcién Oy y la propiedad
neutra del nimero 0. De manera similar se muestra que Ox + f = f.

La propiedad distributiva de la multiplicacién por escalares respecto a la adicion de es-
calares. Sean &,n € C, f € C*. Entonces es ficil ver que (£ +n)f y £f + nf ambas son
elementos de C¥, y para cada z en X

(€ +mf)@) = (€ +n)f(z) =&f(2) +nf(@) = (€)(@) + ) (@) = (€F) + () (@).

Hemos usado la definicién de las operaciones lineales en CX y la propiedad distributiva
en C. ]
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3 Observacién. En C¥ se puede definir la multiplicacién punto a punto:
(fo)(z) = f(x)g(x)  (z€X).
Esta operacién es asociativa y conmutativa. Denotemos por 1x la funcién constante uno:
Ix(xz) =1 (x € X).

Esta funcién es un elemento neutro para la operacién de multiplicacion de funciones. Por
lo tanto, C¥ es un dlgebra compleja asociativa y conmutativa con identidad.

4 Observacion. En andlisis funcional y en otras partes de las matematicas se consideran
varios espacios de funciones:

» B(X), el espacio de las funciones acotadas;
» C(X), el espacio de las funciones continuas en X, donde X es un espacio topolégico;

» Cy(X), el espacio de las funciones continuas en X que tienden a cero en infinito,
donde X es un espacio topoldgico localmente compacto;

» C,(X), el espacio de las funciones uniformemente continuas en X, donde X es un
espacio métrico;

» C"™(X), el espacio de las funciones continuamente derivables en X, donde X es un
intervalo de R;

» H61%(X), el espacio de las funciones a-Hoélder continuas, donde 0 < o < 1y X es
un espacio métrico;

» Lip(X), el espacio de las funciones Lipschitz continuas, donde X es un espacio
métrico;

» BV(X), el espacio de las funciones de variacién acotada, donde X es es un intervalo
cerrado acotado de R;

» AC(X), el espacio de las funciones absolutamente continuas, donde X es es un
intervalo cerrado acotado de R.

Todos estos espacios son subespacios vectoriales de CX. Notemos que para cada uno de

estos espacios de funciones no es necesario verificar los axiomas de espacio vectorial; es
suficiente verificar que es cerrado bajo las operaciones lineales e incluye a la funciéon nula.
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