Analisis Real.
Tarea “Integral de Lebesgue”.
Variante «.

Definicion de la integral de Lebesgue, teorema de convergencia mondtona, lema de Fatou, teo-
rema de convergencia dominada.

Nombre: Calificacion (%):

Ejercicio 1. 15 %.
Se considera el intervalo X = [0,5] con la medida de Lebesgue p. Muestre que la siguiente
funcion f: X — R es simple y dibuje su gréfica:

f(x) = |x] + senm.

2
deu.
X

f(x) = x, g(x) = cos(x).

Calcule

Ejercicio 2. 15%.
Sean f, g: [—2m, 27| — R,

Para cada una de las funciones f, g, f+g dibuje su grafica y calcule las partes positiva y negativa.
Determine si (f + g); = f4 + g4

Ejercicio 3. 10%.
Se consideran el conjunto X = R, la medida de Lebesgue p, el conjunto A = [0, 1] y la funcién

f := la funcién caracteristica del conjunto Q u |2, 3].

Calcule:

Lfdu, n({xeX: f(x) > 0}), uw(A), n({xeA: f(x) > 0}).

Ejercicio 4. 10%.
Se consideran el conjunto X = [—2m, 27|, la medida de Lebesgue p y la funcién

f == cos(x).

ffdu
X

y encuentre conjuntos medibles A, B < X tales que

deu>0, ffdu<0.
A B

Dibuje la grafica de f, calcule
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Ejercicio 5. 15%.
Sea f € L'([3, +0), 1), donde p es la medida de Lebesgue. Usando el Teorema de Convergencia
Dominada y el criterio de Heine para el limite (en términos de sucesiones) demuestre que

lim fdu = J fdu.
b=t 3,0 [3,+00)

Ejercicio 6. 15%.
Encuentre un espacio de medida (X, F, i) y una sucesién de funciones (f,)nen tales que

VneN frn € M(X, F,[0,+00))

y fn N 0, pero
VneN andu=+oo.
X

Ejercicio 7. 20%.
En el conjunto X = (0,1] con la medida de Lebesgue se considera la sucesién de funciones
fn: (0, 1] — [0, +00) definida mediante la regla

n—nx, 0<x<d;

0, <x<1.

1
n

Demuestre que f,, converge puntualmente a la funciéon g = 0. Calcule

J(lim fn> du y  lim | fodu
X n—o n—o X

Explique por qué no se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada. Para
ello, calcule la siguiente funcién h y muestre que h no es integrable:

h(x) = sup [fn(x)].

neN
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Analisis Real.
Tarea “Integral de Lebesgue”.
Variante 0 (boletas que terminan con 0, 2, 4, 6, 8).

Definicion de la integral de Lebesque, teorema de convergencia mondtona, lema de Fatou, teo-
rema de convergencia dominada.

Nombre: Calificacion (%):

Ejercicio 1. 15 %.
Se considera el intervalo X = [0,5] con la medida de Lebesgue p. Muestre que la siguiente
funcion f: X — R es simple y dibuje su gréfica:

f(x) = cos(m|x|) + 2|x].
f fdu.

f(x) = sen(x), g(x) = —x.

Calcule

Ejercicio 2. 15%.
Sean f, g: [—2m, 21| — R,

Para cada una de las funciones f, g, f+ g dibuje su grafica y calcule las partes positiva y negativa.
Determine si (f +g)y =f, + g..

Ejercicio 3. 10%.
Se consideran el conjunto X = R, la medida de Lebesgue p, el conjunto A = [0, 1] y la funcién

f(x) = ||x]].

Calcule:

Lfdu, n({x e X: f(x) > 0}), w(A), n({xeA: f(x) > 0}).

Ejercicio 4. 10%.
Se consideran el conjunto X = [—3, 3], la medida de Lebesgue p y la funcién

f:=1—2l§J.

deu
X

y encuentre conjuntos medibles A, B < X tales que

ffdu>0, deu<0.
A B

Dibuje la grafica de f, calcule
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Ejercicio 5. 15%.
Sea f e L'([1,7), ), donde u es la medida de Lebesgue. Usando el Teorema de Convergencia
Dominada y el criterio de Heine para el limite (en términos de sucesiones) demuestre que

lim fdu = f fdp.
o=7" J[1,p] [1,7)

Ejercicio 6. 15%.
Encuentre un espacio de medida (X, F, i) y una sucesién de funciones (f,)nen tales que

VneN frn € M(X, F,[0,+00))

yfn:X>O, pero
VneN ffndu=1.
X

Ejercicio 7. 20%.
En el conjunto X = (0,1] con la medida de Lebesgue se considera la sucesién de funciones
fn: (0, 1] — [0, +00) definida mediante la regla

n—nx, 0<x<d;

0, <x<1.

1
n

Demuestre que f,, converge puntualmente a la funciéon g = 0. Calcule

J(lim fn> du y  lim | fodu
X n—o n—o X

Explique por qué no se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada. Para
ello, calcule la siguiente funcién h y muestre que h no es integrable:

h(x) = sup [fn(x)].

neN
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Analisis Real.
Tarea “Integral de Lebesgue”.
Variante 1 (boletas que terminan con 1, 3, 5, 7, 9).

Definicion de la integral de Lebesque, teorema de convergencia mondotona, lema de Fatou, teo-
rema de convergencia dominada.

Nombre: Calificacion (%):

Ejercicio 1. 15 %.
Se considera el intervalo X = [0,5] con la medida de Lebesgue p. Muestre que la siguiente
funcion f: X — R es simple y dibuje su gréfica:

f(x) =16 =[x = 3].
f fdu.

f(x) =1-—|x], g(x) =2x— 2.
Para cada una de las funciones f, g, f+g dibuje su grafica y calcule las partes positiva y negativa.
Determine si (f +g)y =f, + g..

Ejercicio 3. 10%.
Se consideran el conjunto X = R, la medida de Lebesgue u, el conjunto A = [0, 1] y la funcién

Calcule

Ejercicio 2. 15 %.
Sean f,g: [-3,3] = R,

f := la funcién caracteristica del conjunto Q u [4,5].

Calcule:

Lfdu, n(f{x e X: f(x) > 0}), w(A), n({xeA: f(x) > 0}).

Ejercicio 4. 10%.
Se consideran el conjunto X = [—2m, 27|, la medida de Lebesgue p y la funcién

f := arcsen(sen(x)).

ffdm
X

y encuentre conjuntos medibles A, B < X tales que

deu>0, ffdu<0.
A B

Dibuje la grafica de f, calcule
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Ejercicio 5. 15%.
Sea f € L'((—0,4], 1), donde p es la medida de Lebesgue. Usando el Teorema de Convergencia
Dominada y el criterio de Heine para el limite (en términos de sucesiones) demuestre que

a——o0

lim fdu = f fdp.
[(114] (—00,4]

Ejercicio 6. 15%.
Encuentre un espacio de medida (X, F, i) y una sucesién de funciones (f,)nen tales que

VneN frn € M(X,F,[0,+00))

y fn(x) \, 0 para todo x € X, pero

VneN andueroo.
X

Ejercicio 7. 20%.
En el conjunto X = (0,1] con la medida de Lebesgue se considera la sucesién de funciones
fn: (0, 1] — [0, +00) definida mediante la regla

n, 0<x<
n
x <1

fn(x) = nx1m(x) = {

<
1
0, - <x<

Demuestre que f,, converge puntualmente a la funciéon g = 0. Calcule

f(lim fn>du vy lim | fdw
X

n—oo n—oo X

Explique por qué no se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada. Para
ello, calcule la siguiente funcién h y muestre que h no es integrable:

R (x) := sup [ (x)].

neN
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