
Análisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante α.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R2 con la norma
euclidiana. Sean a “ p´1, 2q, b “ p3, 1q, r “ }b ´ a}. Dibujar la bola Bpa, rq. Dibujar un trozo de la
recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos pp0.5q, pp0.9q, pp1.1q y pp1.5q,
donde

pptq :“ p1 ´ tqa ` tb.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, la cerradura de la bola abierta es la bola cerrada con el mismo
radio. Sean V un espacio normado complejo, a P V, r ą 0. Demostrar que

clpBpa, rqq “ Bpa, rq.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sean A,B,C Ď V. Demostrar que

A ` pB ` Cq “ pA ` Bq ` C.

Ejercicio 4. 6%.
La adición en los espacios normados es continua. Sea V un espacio normado. Recordar la
definición de la topoloǵıa del producto en V ˆ V. Demostrar que la operación adición V ˆ V Ñ V es
continua.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio ℓ1 consideremos la sucesión
x “ pxmqmPN, definida mediante la siguiente regla:

xm :“
m
ÿ

k“1

ek “

´

1, . . . , 1
looomooon

m

, 0, 0, . . .
¯

.

Determinar si esta sucesión tiene un ĺımite en ℓ1. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.
Combinaciones convexas de combinaciones convexas son combinaciones convexas. Sea
V un espacio vectorial real o complejo y sean a1, . . . , ap, b1, . . . , bq P V, u P convpa1, . . . , apq, v P

convpb1, . . . , bqq, w P convpu, vq. Demostrar que w P convpa1, . . . , ap, b1, . . . , bqq.

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A Ď V. Demostrar que
conv2pconvpAqq Ď convpAq. Sugerencia: usar el resultado del ejercicio anterior.

Ejercicio 8. 5%.
Cada bola en un espacio normado es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado complejo
y sean a P V, r ą 0. Demostrar que la bola Bpa, rq es un conjunto convexo.

Ejercicio 9. 7%.
La suma del conjunto cerrado con el conjunto compacto es un conjunto cerrado. Sea V un
espacio normado complejo y sean P,Q Ď V tales que P es cerrado y Q es compacto. Demostrar que
P ` Q es cerrado.

Ejercicio 10. 7%.
La cerradura del conjunto convexo es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado
complejo y sea A Ď V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que clpAq es convexo.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. Demostrar de manera expĺıcita que las normas } ¨ }1 y } ¨ }8 en
el espacio Cn son equivalentes. En otras palabras, encontrar C1 ą 0 y C2 ą 0 tales que para cada x

en Cn

}x}1 ď C1}x}8, }x}8 ď C2}x}1.
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Demostrar que las normas } ¨ }1 y } ¨ }8 en el espacio ℓ1 son
equivalentes. Sugerencia: para cada M ą 0 encontrar a en ℓ1 tal que

}a}1 ą M}a}8.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en ℓ2 no es totalmente acotada. Construir de manera expĺıcita una sucesión
pamqmPN en ℓ2 tal que }am}2 “ 1 para cada m en N y

@m,n P N
´

m ‰ n ùñ }am ´ an}2 ě 1
¯

.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las sucesiones acotadas. Demostrar que ℓ8pNq es un espacio normado.
Este espacio consiste de todas las sucesiones acotadas, y la norma se define mediante la regla

}a}8 :“ sup
kPN

|ak|.

Ejercicio 15. 7%.
Ejemplo de espacio normado completo. Demostrar que el espacio ℓ8pNq es completo. Este espacio
consiste de todas las sucesiones acotadas, y la norma se define mediante la regla

}a}8 :“ sup
kPN

|ak|.
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Ejercicio 16. 8%.
Cada subespacio del espacio normado tiene interior vaćıo o coincide con el espacio total.
Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio de V. Supongamos que intpWq ‰ H.
Demostrar que W “ V.

Ejercicio 17. 6%.
Ejemplo de cálculo de la norma en el espacio cociente R2{W. En el espacio V “ R2 con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W “ ℓpaq, donde

a “

„

´3

1

ȷ

.

I. Sea x “ rx1, x2sJ en R2. Consideremos la función fx : R Ñ R, fxpλq :“ }x ` λa}2. Calcular el valor
mı́nimo de esta función usando la derivada.
II. Sea x “ rx1, x2sJ. Calcular la norma del elemento x ` W del espacio cociente V{W.

Ejercicio 18. 7%.
Cada isomorfismo de espacios normados complejos de dimensión finita es un homeomor-
fismo. Sea V un espacio normado de dimensión n y sea T : Cn Ñ V un isomorfismo. Demostrar que T

es un homeomorfismo. Sugerencia: usar el hecho que cualesquiera dos normas en Cn son equivalentes.
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Análisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 0.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R2 con la norma
euclidiana. Sean a “ p3,´1q, b “ p1, 2q, r “ }b ´ a}. Dibujar la bola Bpa, rq. Dibujar un trozo de la
recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos pp0.5q, pp0.8q, pp1.2q y pp1.5q,
donde

pptq :“ p1 ´ tqa ` tb.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, la frontera de la bola abierta es la esfera con el mismo radio.
Sean V un espacio normado complejo, a P V, r ą 0. Demostrar de manera directa que

frpBpa, rqq “ Spa, rq.

Indicaciones. En la solución de este problema no está permitido usar el resultado sobre la cerradura
de la bola abierta. Aceptar sin demostración y utilizar la siguiente descripción de la frontera:

x P frpAq ðñ @ε ą 0
´

Dy P A X Bpx, εq ^ Dz P Bpx, εqzA
¯

.

En una parte de la demostración se requiere construir los puntos y, z de esta descripción.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial com-
plejo. Sean A,B Ď V, λ P C. Demostrar que

λpA ` Bq “ pλAq ` pλBq.

Ejercicio 4. 6%.
Los conjuntos abiertos desplazados y dilatados en espacios normados. Sea V un espacio
normado complejo, sea A Ď V un subconjunto abierto de V y sean b P V, λ P Czt0u. Demostrar que el
conjunto C :“ λA`b es abierto. Indicación: escribir una demostración directa, trabajando con bolas.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio ℓ1 consideremos la sucesión
x “ pxmqmPN, definida mediante la siguiente regla:

xm :“
m
ÿ

k“1

1

k
ek “

ˆ

1,
1

2
, . . . ,

1

m
, 0, 0, . . .

˙

.

Determinar si esta sucesión tiene un ĺımite en ℓ1. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.
Expresión recursiva para las combinaciones convexas. Sea V un espacio vectorial real o
complejo, sea m P N, m ě 2, sean a1, . . . , am P V y sea v P convpa1, . . . , amq. Construir u en
convpa1, . . . , am´1q tal que v P convpu, amq.

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A Ď V. Supongamos que
conv2pAq Ď A. Demostrar que convmpAq Ď A para cada m en N. Sugerencia: usar el resultado del
ejercicio anterior.

Ejercicio 8. 5%.
Cada semiespacio real es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado complejo, sea φ : V Ñ

C un funcional lineal continuo y sea c P R. Pongamos

A :“
!

x P V : Repφpxqq ď c
)

.

Demostrar que el conjunto A es convexo.

Ejercicio 9. 7%.
Las vecindades de los conjuntos en los espacios normados. Sea V un espacio normado complejo
y sea A Ď V.

I. Dado ε ą 0, demostar que
␣

v P V : dpv,Aq ă ε
(

“ A ` εBp0V , 1q.

II. Demostrar que
clpAq “

č

εą0

`

A ` εBp0V , 1q
˘

.

Ejercicio 10. 7%.
El interior del conjunto convexo es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado complejo
y sea A Ď V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que intpAq es convexo. Si esta afirmación no
es correcta, construir un contraejemplo.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. En el espacio C2 consideremos la norma

Npaq :“ sup
tPr0,1s

ˇ

ˇa0 ` a1t
ˇ

ˇ.

Demostrar de manera expĺıcita que las normas N y } ¨ }8 en C2 son equivalentes. En otras palabras,
encontrar C1 ą 0 y C2 ą 0 tales que para cada a en C2

Npaq ď C1}a}8, }a}8 ď C2Npaq.
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Denotemos por V el espacio vectorial de todas las funciones
polinomiales con coeficientes complejos, definidas en el dominio r0, 1s. En el espacio V consideremos
las normas

}f}sup :“ sup
tPr0,1s

|fptq| pf P Vq,

Ppfq :“
m
ÿ

k“0

|ck|

˜

f P V, fptq “

m
ÿ

k“0

ckt
k

¸

.

Demostrar que las normas } ¨ }sup y P no son equivalentes. Sugerencia: considerar las funciones

gmptq “

m
ÿ

k“1

p´1qk

k
tk.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones de variación acotada no es separable. Consi-
deramos el espacio V “ BVpr0, 2sq con la norma

}f}BV :“ }f}sup ` Var20pfq.

Construir de manera expĺıcita una familia pgtqtPr0,1s en V tal que }gt}BV “ 1 para cada t en r0, 1s y

@t, u P r0, 1s

´

t ‰ u ùñ }gt ´ gu}BV ě 1
¯

.

Sugerencia: se pueden construir funciones constantes a trozos. Dibujar las gráficas de gt, gu y gt ´ gu
para t “ 1{5 y u “ 2{5.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las funciones continuas que tienden a cero en el infinito. Sea X

un espacio topológico de Hausdorff localmente compacto. Denotamos por C0pXq el conjunto de las
funciones X Ñ C que son continuas en X y “tienden a cero en el infinito”:

C0pXq :“
!

f P CpX,Cq : @ε ą 0 DK Ď X
`

K es compacto ^ sup
xPXzK

|fpxq| ă ε
˘

¯

.

I. Verificar que C0pXq Ď BpXq.

II. Verificar que C0pXq es un subespacio vectorial de BpXq. Este espacio se considera con la norma-
supremo } ¨ }sup.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones continuas que tienden a cero en el infinito. De-
mostrar que C0pXq es un subespacio cerrado de CbpXq.
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Ejercicio 16. 8%.
Subespacios densos y no densos.

I. Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V tal que W ‰ V y
dimpWq “ n. Demostrar que W es cerrado (se puede usar algún resultado demostrado en el curso) y
concluir que clpWq ‰ V.

II. Encontrar un espacio normado complejo V y un subespacio vectorial W de V tales que W ‰ V ,
pero clpWq “ V.

Ejercicio 17. 6%.
Ejemplo de cálculo de la norma en el espacio cociente R2{W. En el espacio V “ R2 con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W “ ℓpaq, donde

a “

„

´3

1

ȷ

.

I. Sea x “ rx1, x2sJ en R2. Consideremos la función fx : R Ñ R, fxpλq :“ }x ` λa}2. Calcular el valor
mı́nimo de esta función usando la derivada.
II. Sea x “ rx1, x2sJ. Calcular la norma del elemento x ` W del espacio cociente V{W.

Ejercicio 18. 7%.
Continuidad de la transformación lineal, cuyo dominio es Cn y cuyo codominio es un es-
pacio normado. Sea W un espacio normado y sea T : Cn Ñ W una transformación lineal. Demostrar
que T es continua.
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Análisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 1.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un segmento. Sea X el espacio normado R2 con la norma
euclidiana. Sean a1 “ p´3,´1q, a2 “ p4,´2q, r1 “ 6, r2 “ 2. Dibujar las bolas Bpa1, r1q y Bpa2, r2q.
Dibujar el segmento que une los puntos a1 y a2. Marcar los puntos pp1{10q, pp1{2q, pp3{4q y pp9{10q,
donde

pptq :“ p1 ´ tqa1 ` ta2.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, si la distancia entre los centros de dos bolas es menor que
la suma de los radios, entonces las bolas intersectan. Sean V un espacio normado complejo,
a1, a2 P V, r1, r2 ą 0 tales que

dpa1, a2q ă r1 ` r2.

Construir un punto en Bpa1, r1q X Bpa2, r2q como una combinación convexa de los puntos a1 y a2.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial com-
plejo. Sean A Ď V, ξ, η P C. Demostrar que

pξ ` ηqA Ď pξAq ` pηAq.

Suponiendo que V ‰ t0Vu construir un ejemplo tal que 2A ‰ A ` A.

Ejercicio 4. 6%.
La suma de dos series convergentes en espacios normados. Sea V un espacio normado complejo
y sean a “ panqnPN, b “ pbnqnPN dos sucesiones con valores en V tales que convergen las series

8
ÿ

k“1

an,
8
ÿ

k“1

bn.

Demostrar que la serie
ř8

k“1pan ` bnq también converge, y

8
ÿ

k“1

pan ` bnq “

8
ÿ

k“1

an `

8
ÿ

k“1

bn.

Indicación: introducir la notación para las sumas parciales de las dos series originales y para sus
ĺımites.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio ℓ2 consideremos la sucesión
x “ pxmqmPN, definida mediante la siguiente regla:

xm :“
m
ÿ

k“1

1

k
ek “

ˆ

1,
1

2
, . . . ,

1

m
, 0, 0, . . .

˙

.

Determinar si esta sucesión tiene un ĺımite en ℓ2. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.
La envoltura convexa de una lista de vectores incluye a los vectores originales. Sea V

un espacio vectorial real o complejo, sean a1, . . . , am P V y sea p P t1, . . . ,mu. Demostrar que ap P

convpa1, . . . , amq.

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A Ď V. Demostrar que
A “ conv1pAq y conv1pAq Ď convpAq.

Ejercicio 8. 5%.
La suma de dos conjuntos convexos es convexa. Sea V un espacio normado complejo y sean
P,Q Ď V conjuntos convexos. Demostrar que P ` Q es convexo.

Ejercicio 9. 7%.
La suma del conjunto abierto con el conjunto arbitrario es un conjunto abierto. Sea V un
espacio normado y sean P,Q subconjuntos de V. Supongamos que P es abierto. Demostrar que P ` Q

es abierto.

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto cerrado no necesariamente es cerrada. Encontrar un
espacio normado V y un conjunto A Ď V cerrado tales que su envoltura convexa convpAq no sea
cerrada.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. Sean V1, V2 espacios normados complejos. En el espacio vectorial
V1 ‘ V2 consideremos dos normas:

}px, yq}V1‘V2,1 :“ }x}V1
` }y}V2

, }px, yq}V1‘V2,2 :“
b

}x}2V1
` }y}2V2

.

Demostrar de manera expĺıcita que estas dos normas son equivalentes. En otras palabras, encontrar
C1 ą 0 y C2 ą 0 tales que para cada px, yq en V1 ‘ V2

}px, yq}V1‘V2,1 ď C1}px, yq}V1‘V2,2, }px, yq}V1‘V2,2 ď C2}px, yq}V1‘V2,1.
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Demostrar que las normas } ¨ }1 y } ¨ }2 en el espacio ℓ1 no
son equivalentes. Sugerencia: para cada M ą 0 encontrar a en ℓ1 tal que

}a}1 ą M}a}2.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones absolutamente continuas no es totalmente
acotada. Consideramos el espacio V “ ACpr0, 1sq con la norma

}f}AC :“ }f}sup `

ż 1

0

|f 1|.

Construir de manera expĺıcita una sucesión pgmqmPN en V tal que }gm}AC “ 1 para cada g en N y

@m,n P N
´

m ‰ n ùñ }gm ´ gn}AC ě 1
¯

.

Dibujar las gráficas de g2, g5 y g2 ´ g5.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las funciones acotadas Lipschitz continuas. Sea X un espacio métrico.
Definimos φ : CX Ñ r0,`8s,

φpfq :“ sup
x,yPX
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

dpx, yq
.

Demostrar que φ es una seminorma extendida. Pongamos

LippXq :“
!

f P BpXq : φpfq ă `8

)

.

Mostrar que LippXq es un subespacio vectorial de BpXq. Definimos } ¨ }Lip : LippXq Ñ r0,`8q,

}f}Lip :“ }f}sup ` φpfq.

Demostrar que } ¨ }Lip es una norma.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones acotadas Lipschitz continuas. Sea X un espacio
métrico. Demostrar que el espacio LippXq con la norma } ¨ }Lip es completo.
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Ejercicio 16. 8%.
Cada subespacio del espacio normado tiene interior vaćıo o coincide con el espacio total.
Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio de V. Supongamos que intpWq ‰ H.
Demostrar que W “ V.

Ejercicio 17. 6%.
Ejemplo de cálculo de la norma en el espacio cociente R2{W. En el espacio V “ R2 con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W “ ℓpaq, donde

a “

„

2

´5

ȷ

.

I. Sea x “ rx1, x2sJ en R2. Consideremos la función fx : R Ñ R, fxpλq :“ }x ` λa}2. Calcular el valor
mı́nimo de esta función usando la derivada.
II. Sea x “ rx1, x2sJ. Calcular la norma del elemento x ` W del espacio cociente V{W.

Ejercicio 18. 7%.
Cada espacio normado de dimensión finita es completo. Sea V un espacio normado de di-
mensión finita. Demostrar que V es de Banach. Sugerencia: se pueden usar la completez del espacio
métrico Cn y el hecho que cualesquiera dos normas en Cn son equivalentes.

Tarea “Espacios normados”, variante 1, página 4 de 4



Análisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 2.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R2 con la norma
euclidiana. Sean a1 “ p´2, 1q, a2 “ p3,´2q, r1 “ 2, r2 “ 6. Dibujar las bolas Bpa1, r1q y Bpa2, r2q.
Dibujar un trozo del rayo que inicia en a2 y pasa por a1. En este rayo marcar los puntos pp0.5q, pp0.9q,
pp1.1q y pp1.3q, donde

pptq :“ p1 ´ tqa2 ` ta1.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, el diámetro de la bola es su radio doble. Sean V un espacio
normado complejo, V ‰ t0Vu, a P V, r ą 0. Demostrar que

diampBpa, rqq “ 2r.

Sugerencia. Para cada ε con 0 ă ε ă r se recomienda construir p, q en Bpa, rq tales que }p ´ q} “

2r ´ ε.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sea A Ď V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que el conjunto A ´ A también es convexo.

Ejercicio 4. 6%.
Los conjuntos cerrados desplazados y dilatados en espacios normados. Sea V un espacio
normado complejo, sea A Ď V un subconjunto cerrado de V y sean b P V, λ P Czt0u. Demostrar que el
conjunto C :“ λA ` b es cerrado. Indicación: hacer una demostración directa, trabajando con puntos
de adherencia por medio de bolas.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio ℓ8 consideremos la sucesión
x “ pxmqmPN, definida mediante la siguiente regla:

xm :“
m
ÿ

k“1

1

k
ek “

ˆ

1,
1

2
, . . . ,

1

m
, 0, 0, . . .

˙

.

Determinar si esta sucesión tiene un ĺımite en ℓ8. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.
La intersección de las medianas de un triángulo en términos de combinaciones convexas.
Sea V un espacio vectorial real y sean a1, a2, a3 P V. Denotemos por L1 el lado del triángulo opuesto al
vértice a1, esto es, L1 :“ convpa2, a3q. Sea b1 el centro del segmento L1, esto es, el punto medio entre
a2 y a3. Sea M1 la mediana que conecta los puntos a1 y b1, esto es, M1 :“ convpa1, b1q. De manera
similar definimos L2, b2, M2, L3, b3, M3. Demostrar de manera algebraica que

M1 X M2 X M3 “ tcu, donde c :“
1

3

´

a1 ` a2 ` a3

¯

.

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A Ď V. Demostrar que
convmpAq Ď convm`1pAq para cada m en N.

Ejercicio 8. 5%.
El epigrafo de cada función convexa es un conjunto convexo. Sea V un espacio vectorial real
o complejo y sea f : V Ñ R una función convexa. Denotemos por E el epigrafo de f:

E :“
␣

px, αq P V ˆ R : α ě fpxq
(

.

Demostrar que E es un subconjunto convexo del espacio vectorial V ˆ R.

Ejercicio 9. 7%.
La suma de dos conjuntos cerrados en un espacio normado puede no ser cerrada. En el
espacio C encontrar dos subconjuntos cerrados X, Y tales que el conjunto X ` Y no sea cerrado.

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto abierto es abierta. Sea V un espacio normado complejo y
sea A Ď V tal que A es abierto. Demostrar que el conjunto convpAq es abierto.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. Sea ρ P Cpr0, 1s, r0,`8qq. Consideramos el espacio vectorial
V :“ Cpr0, 1s,Cq. Denotamos por N la siguiente norma en V:

Npfq :“ sup
xPr0,1s

|ρpxqfpxq|.

Supongamos que c :“ infxPX ρpxq ą 0. Demostrar de manera expĺıcita que las normas N y } ¨ }sup son
equivalentes. En otras palabras, encontrar C1 ą 0 y C2 ą 0 tales que para cada f en V

Npfq ď C1}f}sup, }f}sup ď C2Npfq.
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Consideramos el espacio vectorial V :“ Cpr0, 1s,Cq. Definimos
P : V Ñ r0,`8q,

Ppfq :“ sup
xPr0,1s

|x fpxq|.

I. Demostrar que si f P V y Ppfq “ 0, entonces f “ 0r0,1s. Es obvio que P es subaditiva y absolutamente
homogénea, por eso podremos concluir que P es una norma. (las demás .

II. Demostrar que las normas P y } ¨ }sup no son equivalentes. Sugerencia: para cada M ą 0 encontrar
f en V tal que

}f}sup ą MPpfq.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones continuas no es totalmente acotada. Consi-
deramos el espacio V “ Cpr0, 1sq con la norma-supremo. Construir de manera expĺıcita una sucesión
pgmqmPN en V tal que }gm}sup “ 1 para cada g en N y

@m,n P N
´

m ‰ n ùñ }gm ´ gn}sup ě 1
¯

.

Dibujar las gráficas de g2, g5 y g2 ´ g5.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las funciones de variación acotada. Sean a, b P R, a ă b. Denotamos
por Ppa, bq al conjunto de las “particiones” del segmento ra, bs, en el mismo sentido que se usa en la
construcción de la integral de Riemann:

Ppa, bq :“
!

τ “ pτ0, τ1, . . . , τmq : m P N, a “ τ0 ă τ1 ă ¨ ¨ ¨ ă τm “ b
)

.

Para cada f : ra, bs Ñ C y cada τ “ pτ0, τ1, . . . , τmq en Ppa, bq pongamos

Sabspf, τq :“
m
ÿ

k“1

|fpτkq ´ fpτk´1q|.

Para cada f : ra, bs Ñ C pongamos Varbapfq :“ supτPPpa,bq Sabspf, τq. Demostrar que Varba es una semi-

norma extendida. Mostrar que si Varbapfq ă `8, entonces f es acotada. Mostrar que el conjunto

BVpa, bq :“
␣

f P Cra,bs : Varbapfq ă `8
(

es un subespacio vectorial de Bpra, bsq. Definimos } ¨ }BV : BVpra, bsq Ñ r0,`8q,

}f}BV :“ Varbapfq ` }f}sup.

Demostrar que } ¨ }BV es una norma.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones de variación acotada. Sean a, b P R, a ă b. Demostrar
que el espacio BVpra, bsq con la norma } ¨ }BV es completo.
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Ejercicio 16. 8%.
La suma de dos subespacios cerrados no siempre es cerrada. En el espacio ℓ2 consideremos
los siguientes dos subespacios:

S1 “

!

x P ℓ2pNq : @j P N x2j “ 0
)

, S2 “

"

x P ℓ2pNq : @j P N x2j “
x2j´1

j

*

.

I. Representar S1 y S2 como intersecciones de los núcleos de ciertos funcionales linales acotados defi-
nidos en ℓ2.

II. Demostrar que S1 y S2 son cerrados.

III. Demostrar que e2m´1 P S1 y e2m´1 `
e2m
m P S2 para cada m en N.

IV. Demostrar que e2m´1 P S1 ` S2 y e2m P S1 ` S2 para cada m en N.
V. Demostrar que clpS1 ` S2q “ ℓ2.

VI. Demostrar que la sucesión u “ p0, 1, 0, 1{2, 0, 1{3, . . .q no pertenece al subespacio S1 ` S2.

Ejercicio 17. 6%.
Ejemplo de cálculo de la norma en el espacio cociente R2{W. En el espacio V “ R2 con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W “ ℓpaq, donde

a “

„

3

´2

ȷ

.

I. Sea x “ rx1, x2sJ en R2. Consideremos la función fx : R Ñ R, fxpλq :“ }x ` λa}2. Calcular el valor
mı́nimo de esta función usando la derivada.
II. Sea x “ rx1, x2sJ. Calcular la norma del elemento x ` W del espacio cociente V{W.

Ejercicio 18. 7%.
Las distancias al origen en el espacio Cn se alcanzan. Sea A un subconjunto cerrado de Cn.
Demostrar que existe u en A tal que }u} “ dp0V , Aq, es decir,

}u} “ inf
aPA

}a}.

Sugerencia: usar el hecho que los conjuntos acotados cerrados en Cn son compactos.
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Análisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 3.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R2 con la norma
euclidiana. Sean a “ p´1,´1q, b “ p2,´3q, r “ }b ´ a}. Dibujar la bola Bpa, rq. Dibujar un trozo
del rayo que inicia en a y pasa por b. En este rayo marcar los puntos pp0.5q, pp0.8q, pp1.2q y pp1.5q,
donde

pptq :“ p1 ´ tqa ` tb.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, el interior de la bola cerrada es la bola abierta del mismo
radio. Sean V un espacio normado complejo, a P V, r1 ą 0. Demostrar que

intpBpa, rqq “ Bpa, rq.

Sugerencia: en una parte de demostración se recomienda considerar los puntos de un rayo que inicia
en a.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial comple-
jo. Sean A Ď V, λ P C, b P V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que el conjunto C :“ λA` b

también es convexo.

Ejercicio 4. 6%.
La continuidad de la multiplicación por escalares en el lenguaje de sucesiones. Sea V un
espacio normado complejo, sean a “ pakqkPN una sucesión en V, ξ “ pξkqkPN una sucesión en C, b P V,
η P C. Supongamos que a Ñ b y ξ Ñ η, esto es,

lim
kÑ8

ak “ b, lim
kÑ8

ξk “ η.

Demostrar de manera directa que ξa Ñ ηb, esto es,

lim
kÑ8

pξkakq “ ηb.

Sugerencia: trabajar con propiedades de la norma o hacer operaciones lineales con bolas.

Tarea “Espacios normados”, variante 3, página 1 de 4



Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio ℓ1 consideremos la sucesión
x “ pxmqmPN, definida mediante la siguiente regla:

xm :“
m
ÿ

k“1

ek “

´

1, . . . , 1
looomooon

m

, 0, 0, . . .
¯

.

Determinar si esta sucesión tiene un ĺımite en ℓ1. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.
Las combinaciones convexas de combinaciones convexas son combinaciones convexas,
ejemplo. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sean a1, . . . , a7 P V. Supongamos que s P

convpa1, a2, a3, a4q, t P convpa5, a6, a7q y r P convps, tq. Mostrar que r P convpa1, . . . , a7q.

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A Ď V. Sean p, q P N,
u P convppAq, v P convqpAq, w P convpu, vq. Demostrar que w P convp`qpAq.

Ejercicio 8. 5%.
El cubo de Hilbert es convexo. En el espacio ℓ2 consideremos el conjunto

A :“

"

a P ℓ2 : @k P N 0 ď ak ď
1

k

*

.

Este conjunto se conoce como el “cubo de Hilbert” o el “ladrillo de Hilbert”. Demostrar que A es
convexo.

Ejercicio 9. 7%.
La suma del conjunto cerrado con el conjunto compacto es un conjunto cerrado. Sea V un
espacio normado complejo y sean P,Q Ď V tales que P es cerrado y Q es compacto. Demostrar que
P ` Q es cerrado.

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto acotado es un conjunto acotado. Sea V un espacio normado
complejo y sea A un subconjunto acotado de V. Demostrar que convpAq también es acotado.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. En el espacio Lippr0, 1sq consideremos dos normas:

N1pfq :“ }f}sup ` Qpfq, N2pfq :“ |fp0q| ` Qpfq,

donde

Qpfq :“ sup
x,yPr0,1s

x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|
.

Demostrar de manera expĺıcita que las normas N1 y N2 son equivalentes. En otras palabras, encontrar
C1 ą 0 y C2 ą 0 tales que para cada f en Lippr0, 1sq

N1pfq ď C1N2pfq, N2pfq ď C2N1pfq.

Tarea “Espacios normados”, variante 3, página 2 de 4



Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. En el espacio Lippr0, 1sq consideremos la norma } ¨ }sup y la
norma

N1pfq :“ }f}sup ` Qpfq,

donde

Qpfq :“ sup
x,yPr0,1s

x‰y

|fpxq ´ fpyq|

|x ´ y|
.

Demostrar que las normas } ¨ }sup y N1 no son equivalentes. Sugerencia: para cada M ą 0 encontrar f
en Lippr0, 1sq tal que

N1pfq ą M }f}sup.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio L2pr0, 1sq no es totalmente acotada. Consideramos el espacio
V “ L2pr0, 1sq, donde r0, 1s está provisto de la medida de Lebesgue. Construir de manera expĺıcita una
sucesión pgmqmPN en V tal que }gm}2 “ 1 para cada g en N y

@m,n P N
´

m ‰ n ùñ }gm ´ gn}2 ě 1
¯

.

Dibujar las gráficas de g2, g5 y g2 ´ g5.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las funciones absolutamente continuas. Sean a, b P R, a ă b. De-
notamos por ACpra, bsq al conjunto de las funciones complejas absolutamente continuas definidas en
ra, bs. Se sabe que

f P ACpra, bsq ðñ Dg P L1pra, bsq @x P ra, bs fpxq “ fpaq `

ż

ra,bs

g.

I. Demostrar que si f y g son como funciones en esta condición y f es una constante, entonces }g}1 “ 0.

II. Demostrar que ACpra, bsq Ď Bpra, bsq.

III. Demostrar que ACpra, bsq es un subespacio vectorial de Bpra, bsq.

IV. Para cada f en ACpra, bsq encontramos g como arriba y pongamos

φpfq :“ }g}1.

Mostrar que φ es una seminorma.

V. Definimos } ¨ }AC : ACpra, bsq Ñ r0,`8q,

}f}AC :“ φpfq ` }f}sup.

Mostrar que } ¨ }AC es una norma.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones absolutamente continuas. Sean a, b P R, a ă b.
Demostrar que el espacio ACpra, bsq con la norma } ¨ }AC es completo. Sugerencia: usar la completez
del espacio L1pra, bsq.
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Ejercicio 16. 8%.
Ejemplos de subespacios. En el espacio ℓ1pNq construir dos subespacios cerrados W1 y W2 tales
que ℓ1pNq “ W1 `W2 y que ninguno de estos subespacios sea de dimensión finita. Justificar bien todas
las propiedades mencionadas.

Ejercicio 17. 6%.
Ejemplo de cálculo de la norma en el espacio cociente R2{W. En el espacio V “ R2 con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W “ ℓpaq, donde

a “

„

´1

4

ȷ

.

I. Sea x “ rx1, x2sJ en R2. Consideremos la función fx : R Ñ R, fxpλq :“ }x ` λa}2. Calcular el valor
mı́nimo de esta función usando la derivada.
II. Sea x “ rx1, x2sJ. Calcular la norma del elemento x ` W del espacio cociente V{W.

Ejercicio 18. 7%.
Los cubos de dimensión finita son totalmente acotados. En el espacio Rn con la métrica
euclidiana consideremos el cubo A “ r0, 1sn. Sea ε ą 0. Construir en A una ε-red finita.
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Análisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 4.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un segmento. Sea X el espacio normado R2 con la norma
euclidiana. Sean a1 “ p´2, 1q, a2 “ p4,´2q, r1 “ 2, r2 “ 6. Dibujar las bolas Bpa1, r1q y Bpa2, r2q.
Dibujar el segmento que une los puntos a1 y a2. Marcar los puntos pp1{10q, pp1{4q, pp1{2q, pp3{4q y
pp9{10q, donde

pptq :“ p1 ´ tqa1 ` ta2.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, la cerradura de la bola abierta es la bola cerrada del mismo
radio. Sean V un espacio normado complejo, a P V, r1 ą 0. Demostrar que

clpBpa, rqq “ Bpa, rq.

Sugerencia: en una parte de demostración se recomienda considerar los puntos de un rayo que inicia
en a.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sean P,Q Ď V subconjuntos convexos de V. Demostrar que el conjunto P ` Q también es convexo.

Ejercicio 4. 6%.
Las traslaciones y dilataciones no nulas son homeomorfismos. Sea V un espacio normado
complejo. Para cada b en V y cada λ en Czt0u, definimos Tb,λ : V Ñ V mediante la regla Tpxq :“ λx`b.

I. Sean b P V, λ P Czt0u. Demostrar de manera directa que Tb,λ es continua en cada punto. Indicación:
trabajar con bolas.

II. Sean b P V, λ P Czt0u. Encontrar la función U inversa a la función Tb,λ. Hay que dar una fórmula
para U y verificar que U ˝ Tb,λ “ IV Tb,λ ˝ U “ IV .

III. Sean b P V, λ P Czt0u. Demostrar que Tb,λ es un homeomorfismo.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio c0 consideremos la sucesión
x “ pxmqmPN, definida mediante la siguiente regla:

xm :“
m
ÿ

k“1

ek “

´

1, . . . , 1
looomooon

m

, 0, 0, . . .
¯

.

Determinar si esta sucesión tiene un ĺımite en c0. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.
Las combinaciones convexas de cuatro vectores en términos de combinaciones convexas
de tres vectores. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sean a1, a2, a3, a4 P V. Supongamos
que v P convpa1, a2, a3, a4q. Construir u en convpa1, a2, a3q tal que v P convpu, a4q.

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A Ď V. Supongamos que
conv2pAq Ď A. Demostrar que convmpAq Ď A para cada m en N. Sugerencia: usar la idea del ejercicio
anterior.

Ejercicio 8. 5%.
El cubo de Hilbert es convexo. En el espacio ℓ2 consideremos el conjunto

A :“

"

a P ℓ2 : @k P N 0 ď ak ď
1

k

*

.

Demostrar que A es un conjunto convexo.

Ejercicio 9. 7%.
La cerradura de la suma de dos conjuntos en un espacio normado. Sea V un espacio normado
complejo y sean P,Q Ď V. Demostrar que clpP ` Qq Ď clpPq ` clpQq. Encontrar un ejemplo tal que
clpP ` Qq ‰ clpPq ` clpQq.

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto compacto es compacta. Sea V un espacio de Banach
complejo y sea A un subconjunto compacto de V. Demostrar que convpAq también es compacto.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. En el espacio BVpr0, 1sq consideremos dos normas:

N1pfq :“ }f}sup ` Var10pfq, N2pfq :“ |fp0q| ` Var10pfq.

Demostrar de manera expĺıcita que las normas N1 y N2 son equivalentes. En otras palabras, encontrar
C1 ą 0 y C2 ą 0 tales que para cada f en BVpr0, 1sq

N1pfq ď C1N2pfq, N2pfq ď C2N1pfq.
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. En el espacio BVpr0, 1sq consideremos la norma } ¨ }sup y la
norma

N1pfq :“ }f}sup ` Var10pfq.

Demostrar que las normas } ¨ }sup y N1 no son equivalentes. Sugerencia: para cada M ą 0 encontrar f
en BVpr0, 1sq tal que

N1pfq ą M }f}sup.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio C1pr0, 1sq no es totalmente acotada. Consideramos el espacio
V “ C1pr0, 1sq con la norma

}f}C1 :“ }f}sup ` }f 1}sup.

Construir de manera expĺıcita una sucesión pgmqmPN en V tal que }gm}C1 “ 1 para cada g en N y

@m,n P N
´

m ‰ n ùñ }gm ´ gn}C1 ě 1
¯

.

Dibujar las gráficas de g2, g5 y g2 ´ g5.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las funciones acotadas uniformemente continuas. Sea X un espacio
métrico. Denotamos por CbupXq el conjunto de las funciones X Ñ C que son acotadas y uniformemente
continuas.

I. Demostrar que si f, g : X Ñ C son uniformemente continuas, entonces f ` g es uniformemente
continua.

II. Demostrar que si f : X Ñ C es uniformemente continua y λ P C, entonces λf es uniformemente
continua.

III. Demostrar que CbupXq es un subespacio vectorial de BpXq. Este espacio se considera con la norma-
supremo } ¨ }sup.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones acotadas uniformemente continuas. Sea X un espacio
métrico. Demostrar que CbupXq es un subespacio cerrado del espacio BpXq.
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Ejercicio 16. 8%.
La cerradura de un subespacio es un subespacio. Sea V un espacio normado complejo y sea
W un subespacio vectorial de V. Demostrar que clpWq también es un subespacio vectorial de V.
Indicación: trabajar con puntos de adherencia y bolas.

Ejercicio 17. 6%.
Ejemplo de cálculo de la norma en el espacio cociente R2{W. En el espacio V “ R2 con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W “ ℓpaq, donde

a “

„

3

´4

ȷ

.

I. Sea x “ rx1, x2sJ en R2. Consideremos la función fx : R Ñ R, fxpλq :“ }x ` λa}2. Calcular el valor
mı́nimo de esta función usando la derivada.
II. Sea x “ rx1, x2sJ. Calcular la norma del elemento x ` W del espacio cociente V{W.

Ejercicio 18. 7%.
Cada isomorfismo Cn Ñ V es un homeomorfismo. Sea V un espacio normado complejo de
dimensión n y sea T : Cn Ñ V un isomorfismo. Demostrar que T es un homeomorfismo, sin usar el
teorema de Banach de la transformación lineal abierta.
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