Analisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante o.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.

Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (—1,2), b = (3,1), r = ||b — a|. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo de la
recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos p(0.5), p(0.9), p(1.1) y p(1.5),
donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, la cerradura de la bola abierta es la bola cerrada con el mismo
radio. Sean V un espacio normado complejo, a € V, r > 0. Demostrar que

cl(B(a,r)) = B(a,r).

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sean A, B, C € V. Demostrar que

A+(B+C)=(A+B)+C.
Ejercicio 4. 6 %.
La adicién en los espacios normados es continua. Sea V un espacio normado. Recordar la

definicién de la topologia del producto en V x V. Demostrar que la operaciéon adicién V x V — V es
continua.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio {! consideremos la sucesién
x = (X™)men, definida mediante la siguiente regla:

m
xm:zéek: (1, 1,0, o)

m

Determinar si esta sucesién tiene un limite en ¢'. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.

Combinaciones convexas de combinaciones convexas son combinaciones convexas. Sea
V un espacio vectorial real o complejo y sean ay,...,ap,bs,...,bq € V, u € conv(as,...,ap), v €
conv(bi,...,bq), w e conv(u,v). Demostrar que w € conv(ai,...,ap, br,...,bg).

Ejercicio 7. 5 %.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A < V. Demostrar que
convy(conv(A)) € conv(A). Sugerencia: usar el resultado del ejercicio anterior.

Ejercicio 8. 5%.
Cada bola en un espacio normado es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado complejo
y sean a € V, r > 0. Demostrar que la bola B(a,r) es un conjunto convexo.

Ejercicio 9. 7%.

La suma del conjunto cerrado con el conjunto compacto es un conjunto cerrado. Sea V un
espacio normado complejo y sean P,Q < V tales que P es cerrado y Q es compacto. Demostrar que
P + Q es cerrado.

Ejercicio 10. 7%.
La cerradura del conjunto convexo es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado
complejo y sea A € V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que cl(A) es convexo.

Ejercicio 11. 5%.

Ejemplo de normas equivalentes. Demostrar de manera explicita que las normas | - ||; y || - |0 en
el espacio C" son equivalentes. En otras palabras, encontrar C; > 0 y C; > 0 tales que para cada x
en C"

Ixllr < Cilxlloos — Ixfoo < C2fixlh-

Tarea “Espacios normados”, variante o, pagina 2 de 4



Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Demostrar que las normas | - |1 y || - |l en el espacio €' son
equivalentes. Sugerencia: para cada M > 0 encontrar a en (' tal que

lalt > Mla]e.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en ¢ no es totalmente acotada. Construir de manera explicita una sucesién
(am)men en €% tal que ||ay|l2 = 1 para cada m en N y

VmyneN (m;én — Ham—anHz)l).

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las sucesiones acotadas. Demostrar que {*°(N) es un espacio normado.
Este espacio consiste de todas las sucesiones acotadas, y la norma se define mediante la regla

|| == sup |ag].
keN

Ejercicio 15. 7%.
Ejemplo de espacio normado completo. Demostrar que el espacio £{*(N) es completo. Este espacio
consiste de todas las sucesiones acotadas, y la norma se define mediante la regla

|| == sup|ag].
keN
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Ejercicio 16. 8%.

Cada subespacio del espacio normado tiene interior vacio o coincide con el espacio total.
Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio de V. Supongamos que int(W) # .
Demostrar que W = V.

Ejercicio 17. 6 %.
Ejemplo de cédlculo de la norma en el espacio cociente R?/W. En el espacio V = R? con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

[

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

Ejercicio 18. 7%.

Cada isomorfismo de espacios normados complejos de dimensién finita es un homeomor-
fismo. Sea V un espacio normado de dimension n y sea T: C"™ — V un isomorfismo. Demostrar que T
es un homeomorfismo. Sugerencia: usar el hecho que cualesquiera dos normas en C" son equivalentes.

]T
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Analisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 0.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.

Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (3,—1), b = (1,2), r = ||b — a|. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo de la
recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos p(0.5), p(0.8), p(1.2) y p(1.5),
donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, la frontera de la bola abierta es la esfera con el mismo radio.
Sean V un espacio normado complejo, a € V, r > 0. Demostrar de manera directa que

fr(B(a,r)) = S(a,r).

Indicaciones. En la solucion de este problema no estd permitido usar el resultado sobre la cerradura
de la bola abierta. Aceptar sin demostracién y utilizar la siguiente descripciéon de la frontera:

x € fr(A) — Ve >0 (Hy e AnB(x,e) A 3JzeB(x, 5)\A).

En una parte de la demostracion se requiere construir los puntos y, z de esta descripcién.

Ejercicio 3. 5 %.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial com-
plejo. Sean A;B < V, A € C. Demostrar que

A(A +B) = (AA) + (AB).
Ejercicio 4. 6 %.
Los conjuntos abiertos desplazados y dilatados en espacios normados. Sea V un espacio

normado complejo, sea A € V un subconjunto abierto de V' y sean b € V, A € C\{0}. Demostrar que el
conjunto C := AA + b es abierto. Indicacién: escribir una demostracién directa, trabajando con bolas.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio {! consideremos la sucesién
x = (X™)men, definida mediante la siguiente regla:

UL 1 1
m o= —ex=11,= ..., — R I
X ];kek ( a2> )TTL’O)O) >

Determinar si esta sucesién tiene un limite en ¢'. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.

Expresion recursiva para las combinaciones convexas. Sea V un espacio vectorial real o
complejo, sea m € N, m > 2, sean aj,...,am € V y sea v € conv(ay,...,ay). Construir u en
conv(ay,...,am—1) tal que v € conv(u, an,).

Ejercicio 7. 5%.

Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A € V. Supongamos que
convz(A) € A. Demostrar que conviy(A) € A para cada m en N. Sugerencia: usar el resultado del
ejercicio anterior.

Ejercicio 8. 5%.
Cada semiespacio real es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado complejo, sea @: V —
C un funcional lineal continuo y sea ¢ € R. Pongamos

A= {x e V: Re(p(x)) < c}.

Demostrar que el conjunto A es convexo.

Ejercicio 9. 7%.
Las vecindades de los conjuntos en los espacios normados. Sea V un espacio normado complejo
ysea AC V.

I. Dado ¢ > 0, demostar que
{veV: d(v,A) <e} = A+ ¢€B(0y,1).

II. Demostrar que

cl(A) = [ (A + B0y, 1)).

e>0

Ejercicio 10. 7%.

El interior del conjunto convexo es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado complejo
y sea A € V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que int(A) es convexo. Si esta afirmacién no
es correcta, construir un contraejemplo.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. En el espacio C? consideremos la norma

N(a) == sup |ao + art].
te[0,1]

Demostrar de manera explicita que las normas N y | - [ en C? son equivalentes. En otras palabras,
encontrar C; > 0 y C, > 0 tales que para cada a en C?

N(a) < Cifafe,  llafw < C2N(a).
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Ejercicio 12. 8%.

Ejemplo de normas no equivalentes. Denotemos por V el espacio vectorial de todas las funciones
polinomiales con coeficientes complejos, definidas en el dominio [0, 1]. En el espacio V consideremos
las normas

[flsup = sup [f(t)]  (feV),

te[0,1
m m
P(f) = > Jekl (fe Vv, f(t)=) cktk> :
k=0 k=0
Demostrar que las normas || - |sup y P no son equivalentes. Sugerencia: considerar las funciones

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones de variaciéon acotada no es separable. Consi-
deramos el espacio V = BV(][0,2]) con la norma

£y = [fllsup + Varg(f).

Construir de manera explicita una familia (gi)e[o,1] en V tal que |gi|gv = 1 para cada t en [0,1] y

Vt,ue [0,1] <t¢u = Hgt—guHBv21)-

Sugerencia: se pueden construir funciones constantes a trozos. Dibujar las graficas de g¢, gu ¥ 9t — gu
parat=1/5yu=2/5.

Ejercicio 14. 5%.

El espacio normado de las funciones continuas que tienden a cero en el infinito. Sea X
un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto. Denotamos por Cy(X) el conjunto de las
funciones X — C que son continuas en X y “tienden a cero en el infinito”:

Co(X) = {f e C(X,C): Ve>0 3IKcX (Kescompacto A sup [f(x)| < a))
xeX\K
I. Verificar que Cy(X) < B(X).
II. Verificar que Cy(X) es un subespacio vectorial de B(X). Este espacio se considera con la norma-

supremo || - sup-

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones continuas que tienden a cero en el infinito. De-
mostrar que Co(X) es un subespacio cerrado de Cyp(X).
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Ejercicio 16. 8%.
Subespacios densos y no densos.

I. Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V tal que W # V y
dim(W) = n. Demostrar que W es cerrado (se puede usar algin resultado demostrado en el curso) y
concluir que cl(W) # V.

II. Encontrar un espacio normado complejo V y un subespacio vectorial W de V tales que W # V|,
pero cl(W) = V.

Ejercicio 17. 6 %.
Ejemplo de cédlculo de la norma en el espacio cociente R?/W. En el espacio V = R? con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
II. Sea x = [x1,x2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

Ejercicio 18. 7%.

Continuidad de la transformacién lineal, cuyo dominio es C" y cuyo codominio es un es-
pacio normado. Sea W un espacio normado y sea T: C* — W una transformacion lineal. Demostrar
que T es continua.

]T

Tarea “Espacios normados”, variante 0, pagina 4 de 4



Analisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 1.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un segmento. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a; = (=3,—-1), a; = (4,—2), r1 = 6, 12 = 2. Dibujar las bolas B(aj, 1) y B(az, 1m2).
Dibujar el segmento que une los puntos a; y a;. Marcar los puntos p(1/10), p(1/2), p(3/4) y p(9/10),
donde

p(t) = (1 —-t)a; + tay.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, si la distancia entre los centros de dos bolas es menor que
la suma de los radios, entonces las bolas intersectan. Sean V un espacio normado complejo,
ai,a €V, r,1m > 0 tales que

d(ar,az) <mp +13.

Construir un punto en B(aj, 1) n B(az,12) como una combinacién convexa de los puntos aj y a;.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial com-
plejo. Sean A <€ V| &,n € C. Demostrar que

(E+MA S (EA) + (MA).

Suponiendo que V # {0y} construir un ejemplo tal que 2A # A + A.

Ejercicio 4. 6 %.
La suma de dos series convergentes en espacios normados. Sea V un espacio normado complejo
y sean a = (an)nen, b = (bn)nen dos sucesiones con valores en V tales que convergen las series

a0 0

Z an, Z b

k=1 k=1
Demostrar que la serie > - ;(an + by) también converge, y

o0 o0 o0
dian+bn) = D> an+ > bn.
k=1 k=1 k=1

Indicacion: introducir la notacién para las sumas parciales de las dos series originales y para sus
limites.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio {? consideremos la sucesién
x = (X™)men, definida mediante la siguiente regla:

UL 1 1
m = —ex=11,= ..., — R I
X ];kek ( a2> )m)O)O) >

Determinar si esta sucesién tiene un limite en ¢2. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5 %.

La envoltura convexa de una lista de vectores incluye a los vectores originales. Sea V
un espacio vectorial real o complejo, sean aj,...,am € V y sea p € {1,..., m}. Demostrar que a, €
conv(ayy ..., Qm).

Ejercicio 7. 5%.

Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A < V. Demostrar que
A = convi(A) y convi(A) € conv(A).

Ejercicio 8. 5 %.
La suma de dos conjuntos convexos es convexa. Sea V un espacio normado complejo y sean
P, Q € V conjuntos convexos. Demostrar que P + Q es convexo.

Ejercicio 9. 7%.

La suma del conjunto abierto con el conjunto arbitrario es un conjunto abierto. Sea V un
espacio normado y sean P, Q subconjuntos de V. Supongamos que P es abierto. Demostrar que P + Q
es abierto.

Ejercicio 10. 7%.

La envoltura convexa del conjunto cerrado no necesariamente es cerrada. Encontrar un
espacio normado V y un conjunto A < V cerrado tales que su envoltura convexa conv(A) no sea
cerrada.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. Sean V7, V; espacios normados complejos. En el espacio vectorial
Vi @V, consideremos dos normas:

[ vieva, = X + [ulve, [ Y)Ivievaa = A/ IXI3, + [Yl,-

Demostrar de manera explicita que estas dos normas son equivalentes. En otras palabras, encontrar
Ci > 0y C; > 0 tales que para cada (x,y) en Vi@V,

[ vieva < Gl Y)Iviev, [ Y)Ivieva2 < Coll (4 Y)[vi@va, -
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Demostrar que las normas |- |1 y | - |2 en el espacio £' no
son equivalentes. Sugerencia: para cada M > 0 encontrar a en {' tal que

lalli > Mlala.

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones absolutamente continuas no es totalmente
acotada. Consideramos el espacio V = AC([0, 1]) con la norma

1
flac = fla + [ 171
Construir de manera explicita una sucesion (gm)men en V tal que |gm|ac = 1 para cada g en N y
Ym,neN (m;én = Hgm—gnHAc>])-

Dibujar las graficas de g2, g5 ¥ 92 — gs.

Ejercicio 14. 5%.
El espacio normado de las funciones acotadas Lipschitz continuas. Sea X un espacio métrico.
Definimos ¢@: C* — [0, +o0],

— o T = Q)]
@(®) '_x,yepx d(x,y)
X#Y

Demostrar que @ es una seminorma extendida. Pongamos
Lip(X) == {f eB(X): o(f) < +oo}.
Mostrar que Lip(X) es un subespacio vectorial de B(X). Definimos || - |rip: Lip(X) — [0, +00),
[flLip = [flsup + @(F).

Demostrar que | - |1ip es una norma.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones acotadas Lipschitz continuas. Sea X un espacio
métrico. Demostrar que el espacio Lip(X) con la norma | - ||rip es completo.
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Ejercicio 16. 8%.

Cada subespacio del espacio normado tiene interior vacio o coincide con el espacio total.
Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio de V. Supongamos que int(W) # .
Demostrar que W = V.

Ejercicio 17. 6 %.
Ejemplo de cédlculo de la norma en el espacio cociente R?/W. En el espacio V = R? con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

a-| 3|

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

Ejercicio 18. 7%.

Cada espacio normado de dimensién finita es completo. Sea V un espacio normado de di-
mension finita. Demostrar que V es de Banach. Sugerencia: se pueden usar la completez del espacio
métrico C™ y el hecho que cualesquiera dos normas en C™ son equivalentes.

]T
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Analisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 2.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.

Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a; = (—=2,1), az = (3,—-2), vy = 2, r; = 6. Dibujar las bolas B(aj, 1) y B(az,12).
Dibujar un trozo del rayo que inicia en a; y pasa por a;. En este rayo marcar los puntos p(0.5), p(0.9),
p(1.1) y p(1.3), donde

pt) = (1 —-t)az + tay.

Ejercicio 2. 10%.

En los espacios normados, el didmetro de la bola es su radio doble. Sean V un espacio
normado complejo, V # {0y}, a € V, r > 0. Demostrar que

diam(B(a,r)) = 2r.

Sugerencia. Para cada ¢ con 0 < ¢ < 1 se recomienda construir p, q en B(a,r) tales que |[p — q| =
2r —e.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sea A € V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que el conjunto A — A también es convexo.

Ejercicio 4. 6 %.

Los conjuntos cerrados desplazados y dilatados en espacios normados. Sea V un espacio
normado complejo, sea A € V un subconjunto cerrado de V y sean b € V, A € C\{0}. Demostrar que el
conjunto C := AA + b es cerrado. Indicacién: hacer una demostracion directa, trabajando con puntos
de adherencia por medio de bolas.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio {* consideremos la sucesién
x = (X™)men, definida mediante la siguiente regla:

UL 1 1
m o= —ex=11,= ..., — R I
X ];kek ( a2> )m)O)O) >

Determinar si esta sucesiéon tiene un limite en €. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.

La interseccién de las medianas de un triangulo en términos de combinaciones convexas.
Sea V un espacio vectorial real y sean ay, az, az € V. Denotemos por L; el lado del tridngulo opuesto al
vértice aj, esto es, L := conv(ay, az). Sea by el centro del segmento L;, esto es, el punto medio entre
a; y az. Sea M; la mediana que conecta los puntos a; y by, esto es, M = conv(aj, by). De manera
similar definimos L,, by, My, L3, bz, M3. Demostrar de manera algebraica que

1
M; nM; n M3 = {c}, donde c= g(m +ay + (13).

Ejercicio 7. 5%.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A < V. Demostrar que
convy (A) € convy41(A) para cada m en N.

Ejercicio 8. 5 %.
El epigrafo de cada funcién convexa es un conjunto convexo. Sea V un espacio vectorial real
o complejo y sea f: V — R una funcién convexa. Denotemos por E el epigrafo de f:

E={(x,0)e VxR: a=f(x)}

Demostrar que E es un subconjunto convexo del espacio vectorial V x R.

Ejercicio 9. 7%.
La suma de dos conjuntos cerrados en un espacio normado puede no ser cerrada. FEn el
espacio C encontrar dos subconjuntos cerrados X, Y tales que el conjunto X + Y no sea cerrado.

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto abierto es abierta. Sea V un espacio normado complejo y
sea A € V tal que A es abierto. Demostrar que el conjunto conv(A) es abierto.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. Sea p € C([0,1],[0,+)). Consideramos el espacio vectorial
V = C([0,1],C). Denotamos por N la siguiente norma en V:

N(f) = sup [p(x)f(x)].
x€[0,1]

Supongamos que ¢ = infyex p(x) > 0. Demostrar de manera explicita que las normas Ny | - [sup son
equivalentes. En otras palabras, encontrar C; > 0 y C; > 0 tales que para cada f en V

N(f) < Ciliffsupy  Iflsup < CaN(F).
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. Consideramos el espacio vectorial V := C([0, 1], C). Definimos
P:V — [0, +o),

P(f) == sup |[xf(x)|.
x€[0,1]

I. Demostrar que si f € V y P(f) = 0, entonces f = Ofo,1]- Es obvio que P es subaditiva y absolutamente
homogénea, por eso podremos concluir que P es una norma. (las demads .

II. Demostrar que las normas P y || - [|sup 10 son equivalentes. Sugerencia: para cada M > 0 encontrar
f en V tal que
[flsup > MP(F).

Ejercicio 13. 8%.

La esfera unitaria en el espacio de funciones continuas no es totalmente acotada. Consi-
deramos el espacio V = C([0,1]) con la norma-supremo. Construir de manera explicita una sucesién
(gm)men en V tal que |gm|sup = 1 para cada g en Ny

Ym,neN (m;én == Hgm—ganup>1)'

Dibujar las graficas de g2, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 14. 5%.

El espacio normado de las funciones de variaciéon acotada. Sean a,b € R, a < b. Denotamos
por P(a,b) al conjunto de las “particiones” del segmento [a, b], en el mismo sentido que se usa en la
construcciéon de la integral de Riemann:

P(a,b) := {’L’Z (T0y T1y+--yTm): MeN, a=T<T < <Tn =b}.
Para cada f: [a,b] — C y cada T = (19, T1,...,Tm) en P(a,b) pongamos
m
absz Z Tk _ka 1)|
Para cada f: [a,b] — C pongamos Var(f) := SUDrep(q,b) Sabs(f, T). Demostrar que Var? es una semi-
norma extendida. Mostrar que si Var®(f) < +o0, entonces f es acotada. Mostrar que el conjunto
BV(a,b) = {fe C*"l:  Vard(f) < +o0}
es un subespacio vectorial de B([a, b]). Definimos | - |gy: BV([a,b]) — [0, +0),
£y = Vard (f) + |flsup-

Demostrar que | - [gy es una norma.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones de variacion acotada. Sean a,b € R, a < b. Demostrar
que el espacio BV([a, b]) con la norma | - |[gy es completo.
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Ejercicio 16. 8%.
La suma de dos subespacios cerrados no siempre es cerrada. En el espacio {? consideremos
los siguientes dos subespacios:

81:{XGBZ(N): ¥jeN xzj=o}, szz{xeez(N): WHeN xp= -2 }

I. Representar S; y S; como intersecciones de los nicleos de ciertos funcionales linales acotados defi-
: 2
nidos en {-.

II. Demostrar que S7 y S son cerrados.
€

Zm e S, para cada m en N.

III. Demostrar que eym—1 € Sy €am—1 + ~5

IV. Demostrar que eym_1 € S1 4+ Sy v eam € S1 + S, para cada m en N.

V. Demostrar que cl(S7 + S3) = 2.

VI. Demostrar que la sucesién u = (0,1,0,1/2,0,1/3,...) no pertenece al subespacio Sy + S;.
Ejercicio 17. 6 %.

Ejemplo de cédlculo de la norma en el espacio cociente R?/W. En el espacio V = R? con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

o[ 2]

I. Sea x = [x1,x2]" en R%. Consideremos la funcién f,: R — R, f,(A) :== |x + Aa|?>. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
II. Sea x = [x1,%x2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

Ejercicio 18. 7%.
Las distancias al origen en el espacio C" se alcanzan. Sea A un subconjunto cerrado de C™.
Demostrar que existe u en A tal que |u| = d(Oy, A), es decir,

]T

[u = inf [a].
acA

Sugerencia: usar el hecho que los conjuntos acotados cerrados en C™ son compactos.
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Analisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 3.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.

Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (—1,—1), b = (2,-3), r = |b — a|. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo
del rayo que inicia en a y pasa por b. En este rayo marcar los puntos p(0.5), p(0.8), p(1.2) y p(1.5),
donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, el interior de la bola cerrada es la bola abierta del mismo
radio. Sean V un espacio normado complejo, a € V, vy > 0. Demostrar que

int(B(a,r)) = B(a,T).
Sugerencia: en una parte de demostracion se recomienda considerar los puntos de un rayo que inicia

en a.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial comple-
jo. Sean A € V, Ae C, b e V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que el conjunto C:=AA + Db
también es convexo.

Ejercicio 4. 6 %.

La continuidad de la multiplicaciéon por escalares en el lenguaje de sucesiones. Sea V un
espacio normado complejo, sean a = (ay)ken una sucesién en V, & = (& )xen una sucesiéon en C, b € V,
1 € C. Supongamos que a — b y § — 1, esto es,

lim ax = b, lim E,k =T.
k—o0 k—o0
Demostrar de manera directa que £a — nb, esto es,

lim (&xax) =nb.
k—00

Sugerencia: trabajar con propiedades de la norma o hacer operaciones lineales con bolas.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio {! consideremos la sucesién
x = (X™)men, definida mediante la siguiente regla:

m
xm:zéek: (1, 1,0, o)

m

Determinar si esta sucesién tiene un limite en ¢'. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5%.

Las combinaciones convexas de combinaciones convexas son combinaciones convexas,
ejemplo. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sean aj,...,ay € V. Supongamos que s €
conv(ar, az, as, as), t € conv(as, ag, ay) y v € conv(s,t). Mostrar que r € conv(ay,...,az).

Ejercicio 7. 5 %.
Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A € V. Sean p,q € N,
u € convp(A), v e convg(A), w e conv(u,Vv). Demostrar que w € convpyq(A).

Ejercicio 8. 5%.
El cubo de Hilbert es convexo. En el espacio {? consideremos el conjunto

1
Azz{ae(’,z: Yke N Oéakék}.

Este conjunto se conoce como el “cubo de Hilbert” o el “ladrillo de Hilbert”. Demostrar que A es
convexo.

Ejercicio 9. 7%.

La suma del conjunto cerrado con el conjunto compacto es un conjunto cerrado. Sea V un
espacio normado complejo y sean P,Q < V tales que P es cerrado y Q es compacto. Demostrar que
P + Q es cerrado.

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto acotado es un conjunto acotado. Sea V un espacio normado
complejo y sea A un subconjunto acotado de V. Demostrar que conv(A) también es acotado.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. En el espacio Lip([0, 1]) consideremos dos normas:

N1 () = [Iffsup + Q(F),  Na(f) = [f(0)] + Q(F),

donde 76) — 7(y)|
xX)—TYy
f) = sup .
Q( ) x,y€[0,1] |X_y|
X#Y

Demostrar de manera explicita que las normas Ny y N; son equivalentes. En otras palabras, encontrar
C; > 0y C; > 0 tales que para cada f en Lip([0, 1])

N;(f) < CiNa(f), N2 (f) < CaNy(f).
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. En el espacio Lip([0, 1]) consideremos la norma | - [sup ¥ la
norma

N1 (f) i= [[flsup + Q(f),

donde [f(x) — f(y)]
X)— 1y
f)= sup ————.
Q( ) x,y€[0,1] ’X_y’
X#Y

Demostrar que las normas | - [sup y N1 no son equivalentes. Sugerencia: para cada M > 0 encontrar f
en Lip([0, 1]) tal que
N1 (f) > M |[f]sup-

Ejercicio 13. 8%.

La esfera unitaria en el espacio L?([0, 1]) no es totalmente acotada. Consideramos el espacio
V = 12([0,1]), donde [0, 1] est4 provisto de la medida de Lebesgue. Construir de manera explicita una
sucesion (gm)men en V tal que |gm|2 = 1 para cada g en N y

vm,neN (m;én — |\gm—gn\|z>1).

Dibujar las graficas de g2, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 14. 5%.

El espacio normado de las funciones absolutamente continuas. Sean a,b € R, a < b. De-
notamos por AC([a,b]) al conjunto de las funciones complejas absolutamente continuas definidas en
[a,b]. Se sabe que

fe AC([a,b]) — JgeL'([a,b]) Vxe[a,b] f(x)=f(a) —i—f[ . g.

I. Demostrar que si f y g son como funciones en esta condicién y f es una constante, entonces |g|; = 0.
II. Demostrar que AC([a,b]) < B([a, b]).
III. Demostrar que AC([a,b]) es un subespacio vectorial de B([a, b]).

IV. Para cada f en AC([a, b]) encontramos g como arriba y pongamos

o(f) = lglh-

Mostrar que ¢ es una seminorma.

V. Definimos | - |ac: AC([a,b]) — [0, +0),

Iflac = @(f) + [flsup-

Mostrar que | - |ac es una norma.

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones absolutamente continuas. Sean a,b € R, a < b.

Demostrar que el espacio AC([a, b]) con la norma || - [ac es completo. Sugerencia: usar la completez
del espacio L'([a, b]).
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Ejercicio 16. 8%.

Ejemplos de subespacios. En el espacio ¢'(N) construir dos subespacios cerrados W; y W; tales
que ¢! (N) = W; +W,; y que ninguno de estos subespacios sea de dimensién finita. Justificar bien todas
las propiedades mencionadas.

Ejercicio 17. 6 %.
Ejemplo de cédlculo de la norma en el espacio cociente R?/W. En el espacio V = R? con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

| -1
a= e
I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor

minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

Ejercicio 18. 7%.
Los cubos de dimensiéon finita son totalmente acotados. En el espacio R™ con la métrica
euclidiana consideremos el cubo A = [0, 1]™. Sea ¢ > 0. Construir en A una ¢e-red finita.

T
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Analisis Funcional.
Tarea “Espacios normados”.
Variante 4.

Bolas en espacios normados, desplazamientos y dilataciones en espacios normados, propiedades de
operaciones con conjuntos en espacios vectoriales, conjuntos convexos, cerraduras y subespacios, con-
tinuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios nor-
mados, el cociente de espacios normados o seminormados, ejemplos de bolas unitarias no totalmente
acotadas.

Ejercicio 1. 3%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un segmento. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a; = (—=2,1), az = (4,—-2), vy = 2, r2 = 6. Dibujar las bolas B(aj, 1) y B(az,12).
Dibujar el segmento que une los puntos a; y a,. Marcar los puntos p(1/10), p(1/4), p(1/2), p(3/4) y
p(92/10), donde

pt) = (1 —-t)a; + ta,.

Ejercicio 2. 10%.
En los espacios normados, la cerradura de la bola abierta es la bola cerrada del mismo
radio. Sean V un espacio normado complejo, a € V, vy > 0. Demostrar que

cl(B(a,r)) = B(a,r).

Sugerencia: en una parte de demostracion se recomienda considerar los puntos de un rayo que inicia
en a.

Ejercicio 3. 5%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sean P, Q € V subconjuntos convexos de V. Demostrar que el conjunto P + Q también es convexo.

Ejercicio 4. 6 %.
Las traslaciones y dilataciones no nulas son homeomorfismos. Sea V un espacio normado
complejo. Para cada b en V' y cada A en C\{0}, definimos Ty x: V — V mediante la regla T(x) := Ax+Db.

I. Sean b € V, A € C\{0}. Demostrar de manera directa que Ty, 5 es continua en cada punto. Indicacién:
trabajar con bolas.

II. Sean b € V, A € C\{0}. Encontrar la funciéon U inversa a la funcién Ty . Hay que dar una férmula
para U y verificar que Uo Ty, = Iy TyproU = Iy.

III. Sean b e V, A € C\{0}. Demostrar que Ty ) es un homeomorfismo.
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Ejercicio 5. 10%.
Convergencia en espacios de sucesiones, ejemplo. En el espacio ¢y consideremos la sucesion
x = (X™)men, definida mediante la siguiente regla:

m
xm:zéek: (1, 1,0, o)

m

Determinar si esta sucesion tiene un limite en cg. Justificar bien la respuesta.

Ejercicio 6. 5 %.

Las combinaciones convexas de cuatro vectores en términos de combinaciones convexas
de tres vectores. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sean aj, az, a3, ag € V. Supongamos
que v € conv(ay, az, az, as). Construir u en conv(as, az, az) tal que v € conv(u, as).

Ejercicio 7. 5%.

Envolturas convexas. Sea V un espacio vectorial real o complejo y sea A € V. Supongamos que
convy(A) < A. Demostrar que convmm (A) S A para cada m en N. Sugerencia: usar la idea del ejercicio
anterior.

Ejercicio 8. 5 %.
El cubo de Hilbert es convexo. En el espacio ¢ consideremos el conjunto

1
A= {aeﬂz: Yk e N Oéakék}.

Demostrar que A es un conjunto convexo.

Ejercicio 9. 7%.
La cerradura de la suma de dos conjuntos en un espacio normado. Sea V un espacio normado
complejo y sean P,Q < V. Demostrar que cl(P + Q) < cl(P) + cl(Q). Encontrar un ejemplo tal que

cl(P + Q) # cl(P) + cl(Q).

Ejercicio 10. 7%.
La envoltura convexa del conjunto compacto es compacta. Sea V un espacio de Banach
complejo y sea A un subconjunto compacto de V. Demostrar que conv(A) también es compacto.

Ejercicio 11. 5%.
Ejemplo de normas equivalentes. En el espacio BV([0, 1]) consideremos dos normas:

N1 (f) = | fllsup + Vard(f), N, (f) == |[£(0)] + Var)(f).

Demostrar de manera explicita que las normas N7 y N; son equivalentes. En otras palabras, encontrar
C1 > 0y C; > 0 tales que para cada f en BV([0,1])

Ny (f) < CyNy(f), N, (f) < CoNy ().
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Ejercicio 12. 8%.
Ejemplo de normas no equivalentes. En el espacio BV([0, 1]) consideremos la norma | - [sup ¥ la
norma
N1 (f) = | fllsup + Vard(f).
Demostrar que las normas | - [sup y N1 no son equivalentes. Sugerencia: para cada M > 0 encontrar f

en BV([0,1]) tal que
N1 (f) > M [f]sup-

Ejercicio 13. 8%.
La esfera unitaria en el espacio C'([0, 1]) no es totalmente acotada. Consideramos el espacio

V = C'([0,1]) con la norma
[flcr = [flsup + [ llsup-

Construir de manera explicita una sucesién (gm)men en V tal que ||gm[lct = 1 para cada gen N y
YmyneN (m;én = lgm — gnlc 21).

Dibujar las graficas de gz, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 14. 5%.

El espacio normado de las funciones acotadas uniformemente continuas. Sea X un espacio
métrico. Denotamos por Cyy (X) el conjunto de las funciones X — C que son acotadas y uniformemente
continuas.

I. Demostrar que si f,g: X — C son uniformemente continuas, entonces f + g es uniformemente
continua.

II. Demostrar que si f: X — C es uniformemente continua y A € C, entonces Af es uniformemente
continua.

III. Demostrar que Cpy(X) es un subespacio vectorial de B(X). Este espacio se considera con la norma-
supremo | - [|sup-

Ejercicio 15. 7%.
Completez del espacio de las funciones acotadas uniformemente continuas. Sea X un espacio
métrico. Demostrar que Cpy (X) es un subespacio cerrado del espacio B(X).
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Ejercicio 16. 8%.

La cerradura de un subespacio es un subespacio. Sea V un espacio normado complejo y sea
W un subespacio vectorial de V. Demostrar que cl(W) también es un subespacio vectorial de V.
Indicacion: trabajar con puntos de adherencia y bolas.

Ejercicio 17. 6 %.
Ejemplo de cédlculo de la norma en el espacio cociente R?/W. En el espacio V = R? con la
norma euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

-] 2]

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) :== |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

Ejercicio 18. 7%.

Cada isomorfismo C" — V es un homeomorfismo. Sea V un espacio normado complejo de
dimension n y sea T: C* — V un isomorfismo. Demostrar que T es un homeomorfismo, sin usar el
teorema de Banach de la transformacién lineal abierta.

]T
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