Analisis funcional. Tarea 1.
Variante o.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.
La cerradura de una bola abierta puede ser un subconjunto propio de la bola cerrada.
Consideramos el espacio X = Z con la distancia candnica d(x,y) = |x —y|. Encontrar a en X y v > 0
tales que

c(B(a, 7)) & {x € X: d(x,a) <1}

Ejercicio 2. 5%.

Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (—1,2), b = (3,1), r = |b — a|. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo de la
recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos p(0.5), p(0.9), p(1.1) y p(1.5),
donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacios normados, la cerradura de la bola abierta es la bola cerrada con el mismo
radio. Sean V un espacio normado, a € V, r > 0. Demostrar que

cl(B(a,r)) = B(a,T).

Ejercicio 4. 8%.
Consideramos Z con la distancia canénica d(x,y) = |x —y|. Sea A € Z. Demostrar que A es acotado
si, y sélo si, A es finito.
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Ejercicio 5. 13%.
La esfera unitaria en € no es totalmente acotada. Construir de manera explicita una sucesién
(am)men en €% tal que ||ay|l2 = 1 para cada m en N y

VmyneN (m;ﬁn - Ham—anHzZl).

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sean A, B, C € V. Demostrar que

A+(B+C)=(A+B)+C.

Ejercicio 7. 10%.
La adicion en espacios normados es continua. Sea V un espacio normado. Recordar la definicién
de la topologia del producto en V x V. Demostrar que la operacién adicién V x V — V es continua.

Ejercicio 8. 15%.

La suma del conjunto cerrado con el conjunto compacto es un conjunto cerrado. Sea V un
espacio normado complejo y sean P,Q < V tales que P es cerrado y Q es compacto. Demostrar que
P + Q es cerrado.

Ejercicio 9. 15 %.

Cada subespacio del espacio normado tiene interior vacio o coincide con el espacio total.
Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio de V. Supongamos que int(W) # .
Demostrar que W = V.

Ejercicio 10. 10%.
Ejemplo de célculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = £(a), donde

o[ 2]

I. Sea x = [x1,%x2]" en R?. Consideremos la funcién f,: R — R, fx(A) :== |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
II. Sea x = [x1,%x2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.
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Analisis funcional. Tarea 1.
Variante 1.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.
La frontera de una bola abierta puede no coincidir con la esfera. Encontrar un espacio métrico
(X,d), un punto a en X y un ntimero v > 0 tales que

fr(B(a,r)) # S(a, 7).

Ejercicio 2. 5%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (3,—1), b = (1,2), r = ||b — a|. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo de la
recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos p(0.5), p(0.8), p(1.2) y p(1.5),
donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacios normados, la frontera de la bola abierta es la esfera con el mismo radio.
Sean V un espacio normado, a € V, r > 0. Demostrar que

fr(B(a, 1)) = S(a, 7).

Ejercicio 4. 8%.
Criterio de conjuntos acotados en espacios normados. Sea V un espacio normado y sea A € V.
Demostrar que las siguientes dos condiciones son equivalentes.

(a) diam(A) < +o0;

(b) existe R > 0 tal que A < B(Ovy,R).
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Ejercicio 5. 13%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones de variacion acotada no es separable. Consi-
deramos el espacio V = BV([0,2]) con la norma

£y = [fllsup + Varg(f).

Construir de manera explicita una familia (gi)e[o,1] en V tal que |gi|pyv = 1 para cada t en [0,1] y

wue1] (t2u = g guley = 1).
Sugerencia: se pueden construir funciones constantes a trozos. Dibujar las graficas de g¢, gu ¥ 9t — gu
parat=1/5yu=2/5.

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial com-
plejo. Sean A, B < V, A € C. Demostrar que

AMA + B) = (AA) + (AB).

Ejercicio 7. 10%.

Los conjuntos abiertos desplazados y dilatados en espacios normados. Sea V un espacio
normado complejo, sea A € V un subconjunto abierto de V y sean b € V, A € C\{0}. Demostrar que el
conjunto C := AA + b es abierto. Indicacién: hacer una demostracion directa, trabajando con bolas.

Ejercicio 8. 15 %.
Las vecindades de los conjuntos en los espacios normados. Sea V un espacio normado complejo
y sea A S V.

I. Dado € > 0, demostar que
{veV: dv,A) <e} = A +eB(0y,1).

II. Demostrar que

cl(A) = () (A +eB(0v, 1)).

e>0

Ejercicio 9. 15%.

Subespacios densos y no densos.

I. Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio vectorial de V tal que W # V y
dim(W) = n. Demostrar que W es cerrado (se puede usar algin resultado demostrado en el curso) y
concluir que cl(W) # V.

II. Encontrar un espacio normado complejo V y un subespacio vectorial W de V tales que W # V,
pero cl(W) = V.

Ejercicio 10. 10%.

Ejemplo de célculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

o[ 2]

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2] . Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

T
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Analisis funcional. Tarea 1.
Variante 2.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.

La interseccién de dos bolas puede ser vacia, aunque la distancia entre los centros es
menor que la suma de los radios. Encontrar un subespacio métrico X del espacio R?, dos puntos
aj, az en X y dos numeros 11,1 > 0 tales que

d((l.], (12) <T1+ T2, B(CI],T]) N B(Clz,Tz) = .

Ejercicio 2. 5 %.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un segmento. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a; = (=3,—-1), a; = (4,—2), r1 = 6, 12 = 2. Dibujar las bolas B(aj, 1) y B(az,1m2).
Dibujar el segmento que une los puntos a; y a;. Marcar los puntos p(1/10), p(1/2), p(3/4) y p(9/10),
donde

p(t) = (1 —-t)a; + tay.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacio normados, si la distancia entre los centros de dos bolas es menor que la
suma de los radios, entonces las bolas intersectan. Sean V un espacio normado, aj,a; € V,
11,12 > 0 tales que

d(a1, (12) <T]+T12.

Construir un punto en B(aj, 1) n B(az,r2).

Ejercicio 4. 8%.
Una cota superior para el diAmetro de la unién de un conjunto acotado con un conjunto
unipuntual. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A < X tal que diam(A) < +00. Sea b € X. Pongamos
C = A u {b}. Demostrar que

diam(C) < diam(A) + d(b, A).

Hacer un dibujo que ayude a entender la idea de la parte principal de la demostracion. Indicacién: hay
que resolver este ejercicio de manera directa; no esta permitido usar resultados més generales sobre el
didmetro de la unién de dos conjuntos.
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Ejercicio 5. 13%.
La esfera unitaria en el espacio de funciones absolutamente continuas no es totalmente
acotada. Consideramos el espacio V = AC([0, 1]) con la norma

1
flac = [flan+ | 171
Construir de manera explicita una sucesion (gm)men en V tal que |gm|ac = 1 para cada g en N y
Ym,neN (m;ﬁn — Hgm—gnHAc>])-

Dibujar las graficas de g2, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial com-
plejo. Sean A < V| &,n € C. Demostrar que

(E+Mm)A = (EA) + (MA).

Ejercicio 7. 10%.

La cerradura de un conjunto convexo es un conjunto convexo. Sea V un espacio normado
complejo y sea A un subconjunto convexo de V. Demostrar que cl(A) también es un subconjunto
convexo de V. Indicacién: trabajar con puntos de adherencia y bolas.

Ejercicio 8. 15 %.

La suma del conjunto abierto con el conjunto arbitrario es un conjunto abierto. Sea V un
espacio normado y sean P, Q subconjuntos de V. Supongamos que P es abierto. Demostrar que P + Q
es abierto.

Ejercicio 9. 15%.

Cada subespacio del espacio normado tiene interior vacio o coincide con el espacio total.
Sea V un espacio normado complejo y sea W un subespacio de V. Supongamos que int(W) # .
Demostrar que W = V.

Ejercicio 10. 10%.
Ejemplo de célculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = £(a), donde

a-| 3|

I. Sea x = [x1,x2]" en R%. Consideremos la funcién f,: R — R, f,(A) :== |x + Aa|?>. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,x2] . Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.
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Analisis funcional. Tarea 1.
Variante 3.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.

Una bola de radio mayor puede ser subconjunto propio de una bola de radio menor.
Consideramos el subespacio métrico X = [0, 10]* del espacio R%. Encontrar dos puntos aj,a; en X y
dos nimeros 11,12 > 0 tales que

T < T, B(az,Tz) o= B(a1,r1).

Ejercicio 2. 5 %.

Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a; = (—=2,1), az = (3,—-2), vy = 2, r; = 6. Dibujar las bolas B(aj, 1) y B(az,12).
Dibujar un trozo del rayo que inicia en a; y pasa por a;. En este rayo marcar los puntos p(0.5), p(0.9),
p(1.1) y p(1.3), donde

p(t) = (1 —-t)az + tay.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacios normados, si la distancia entre los centros es menor que la diferencia
de los radios, entonces una bola no esta contenida en la otra. Sean V un espacio normado,
aj,a €V, 1,1 > 0 tales que

T < d(a1, (12) + 717,

Construir un punto en B(ay, r1)\B(az,12).

Ejercicio 4. 8%.
En los espacios normados, los subespacios no triviales son no acotados. Sea V un espacio
normado y sea W un subespacio de V tal que W # {Oy}. Demostrar que W es un conjunto no acotado.
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Ejercicio 5. 13%.

La esfera unitaria en el espacio de funciones continuas no es totalmente acotada. Consi-
deramos el espacio V = C([0,1]) con la norma-supremo. Construir de manera explicita una sucesién
(gm)men en V tal que |gm|sup = 1 para cada g en Ny

VmyneN (m#n = Hgm_ganup21)'

Dibujar las graficas de g2, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sea A € V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que el conjunto A — A también es convexo.

Ejercicio 7. 10%.

Los conjuntos cerrados desplazados y dilatados en espacios normados. Sea V un espacio
normado complejo, sea A € V un subconjunto cerrado de V y sean b € V, A € C\{0}. Demostrar que el
conjunto C := AA + b es cerrado. Indicacién: hacer una demostracién directa, trabajando con puntos
de adherencia y bolas.

Ejercicio 8. 15 %.
La suma de dos conjuntos cerrados en un espacio normado puede no ser cerrada. En el
espacio C encontrar dos subconjuntos cerrados X, Y tales que el conjunto X + Y no sea cerrado.

Ejercicio 9. 15 %.
La suma de dos subespacios cerrados no siempre es cerrada. En el espacio {2 consideremos
los siguientes dos subespacios:

S1={xe€2(N): ¥jeN xzj:o}, szz{xeez(N): VjeN xzjzxz;‘}.

I. Representar S; y S, como intersecciones de los nucleos de ciertos funcionales linales acotados defi-
. 2
nidos en £-.

II. Demostrar que S y S, son cerrados.

III. Demostrar que eym_1 € S1y €m_1 + 627“1 € S, para cada m en N.

IV. Demostrar que eym_1 € S1+ Sy v eam € S1 4+ S, para cada m en N.

V. Demostrar que cl(S7 + S3) = 2.

VI. Demostrar que la sucesiéon u = (0,1,0,1/2,0,1/3,...) no pertenece al subespacio Sy + S;.
Ejercicio 10. 10%.

Ejemplo de célculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

o[ 2]

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

T
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Analisis funcional. Tarea 1.
Variante 4.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.
El interior de una bola cerrada puede no coincidir con la bola abierta del mismo radio.
Encontrar un espacio métrico (X, d), un punto a en X y un nimero r > 0 tales que

B(a,T) # int(B(a,1)).

Ejercicio 2. 5%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un rayo. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (—1,—1), b = (2,-3), r = |[b — a|. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo
del rayo que inicia en a y pasa por b. En este rayo marcar los puntos p(0.5), p(0.8), p(1.2) y p(1.5),
donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacios normados, el interior de la bola cerrada es la bola abierta del mismo
radio. Sean V un espacio normado, a € V, r; > 0. Demostrar que

int(B(a, 1)) = B(a,r).

Ejercicio 4. 8%.
El diametro de la cerradura del conjunto coincide con el diametro del conjunto original.
Sea (X, d) un espacio métrico y sea A < X. Demostrar que

diam(cl(A)) = diam(A).
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Ejercicio 5. 13%.

La esfera unitaria en el espacio L?([0, 1]) no es totalmente acotada. Consideramos el espacio
V = 12([0,1]), donde [0, 1] est4 provisto de la medida de Lebesgue. Construir de manera explicita una
sucesion (gm)men en V tal que |gm|2 = 1 para cada g en N y

YmyneN (m;én = Hgm—gn\|z>1>.

Dibujar las graficas de g2, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial comple-
jo. Sean A €V, Ae C, b e V. Supongamos que A es convexo. Demostrar que el conjunto C:=AA + b
también es convexo.

Ejercicio 7. 10%.
La continuidad de multiplicacion por escalares en el lenguaje de sucesiones. Sea V un
espacio normado complejo, sean (ay)xeny una sucesion en V, (&x)ken una sucesién en C, be V, n e C.
Supongamos que
o=, i £ =

Demostrar que

lim (&xay) = nb.

k—0o0

Ejercicio 8. 15%.
El interior del conjunto convexo es convexo. Sea V un espacio normado complejo y sea A un
subconjunto convexo de V. Demostrar que int(A) es convexo.

Ejercicio 9. 15 %.

Ejemplos de subespacios. En el espacio {! (N) construir dos subespacios cerrados Wy y W, tales
que ¢'(N) = Wj +W; y que ninguno de estos subespacios sea de dimensién finita. Justificar bien todas
las propiedades mencionadas.

Ejercicio 10. 10%.
Ejemplo de célculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = £(a), donde

0 —1
- L
I. Sea x = [x1,%x2]" en R?. Consideremos la funcién f,: R — R, fi(A) :== |x 4+ Aa|?. Calcular el valor

minimo de esta funcién usando la derivada.
II. Sea x = [x1,%x2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.
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Analisis funcional. Tarea 1.
Variante 5.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.
La interseccién de dos bolas puede ser vacia, aunque la distancia entre los centros es
menor que la suma de los radios. Consideramos el espacio Z con la distancia

X+ yl, x#UY;
d(x,y>:={l)' vho
’ - .

Verificar que se cumple la desigualdad del triangulo. Encontrar dos puntos aj, a; en X y dos nimeros
T1,T2 > 0 tales que
d(ai,a2) <m 4712,  B(a,m)nBlag,m) = .

Ejercicio 2. 5 %.
Ejemplos de puntos pertenecientes a un segmento. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a; = (—=2,1), a; = (4,-2), ry = 2, r; = 6. Dibujar las bolas B(aj, 1) y B(az, m2).
Dibujar el segmento que une los puntos a; y a,. Marcar los puntos p(1/10), p(1/4), p(1/2), p(3/4) y
p(92/10), donde

p(t) = (1 —-t)a; + ta,.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacio normados, si la distancia entre los centros de dos bolas es menor que la
suma de los radios, entonces las bolas intersectan. Sean V un espacio normado, aj,a; € V,
11,12 > 0 tales que

d(a1, az) <T]+T12.

Construir un punto en B(aj, 1) n B(az,12).

Ejercicio 4. 8%.

En los espacios normados, la suma de dos conjuntos acotados es un conjunto acotado.
Sea V un espacio normado y sean P, Q € V conjuntos acotados. Demostrar que P + Q es un conjunto
acotado.
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Ejercicio 5. 13%.
La esfera unitaria en el espacio C'([0, 1]) no es totalmente acotada. Consideramos el espacio
V = C'([0,1]) con la norma

[flcr = Iflsup + I sup-

Construir de manera explicita una sucesién (gm)men en V tal que ||gmllct = 1 para cada gen Ny
vmyneN (m;én = [gm — gnlc 21).

Dibujar las graficas de g2, g5 vy g2 — gs.

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial complejo
y sean P, Q € V subconjuntos convexos de V. Demostrar que el conjunto P + Q también es convexo.

Ejercicio 7. 10%.

Las traslaciones y dilataciones no nulas son homeomorfismos. Sea V un espacio normado
complejo.

I. Sean b € V, A € C\{0}. Definimos T: V — V mediante la regla T(x) := Ax + b. Demostrar de manera
directa que T es continua en cada punto. Indicacién: trabajar con vecindades (bolas).

II. Sean b € V, A € C\{0}. Definimos T: V — V mediante la regla T(x) :== Ax + b. Demostrar que T es
un homeomorfismo.

Ejercicio 8. 15 %.

La suma del conjunto cerrado con el conjunto compacto es un conjunto cerrado. Sea V un
espacio normado complejo y sean P,Q < V tales que P es cerrado y Q es compacto. Demostrar que
P + Q es cerrado.

Ejercicio 9. 15%.

La cerradura de un subespacio es un subespacio. Sea V un espacio normado complejo y sea
W un subespacio vectorial de V. Demostrar que cl(W) también es un subespacio vectorial de V.
Indicacién: trabajar con puntos de adherencia y bolas.

Ejercicio 10. 10%.
Ejemplo de célculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = £(a), donde

o[ 2]

I. Sea x = [x1,%x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fi(A) :== |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2]". Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.
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Analisis funcional. Tarea 1.
Variante 6.

Bolas en espacios métricos y normados, conjuntos acotados en espacios métricos, ejemplos de bolas
unitarias no totalmente acotadas, propiedades de operaciones con conjuntos en espacios vectoriales,
continuidad de operaciones lineales en espacios normados, propiedades de subespacios en espacios
normados, el cociente de espacios normados o seminormados.

Ejercicio 1. 5 %.
El diametro de una bola puede ser mas pequenos que su radio doble. Encontrar un espacio
métrico (X, d), un punto a en X y un ntmero r > 0 tales que

diam(B(a,r)) < 2r.

Ejercicio 2. 5%.
Ejemplos de puntos pertenecientes a una recta. Sea X el espacio normado R? con la norma
euclidiana. Sean a = (2,—1), b = (=3,1), r = ||b — a/. Dibujar la bola B(a,r). Dibujar un trozo de
la recta que pasa por los puntos a y b. En esta recta marcar los puntos p(—0.9), p(—0.3), p(0.5) y
p(0.8), donde

p(t) = (1 —t)a + tb.

Ejercicio 3. 12%.
En los espacios normados, el didmetro de la bola es su radio doble. Sean V un espacio
normado, a € V, r > 0. Demostrar que

diam(B(a,r)) = 2r.

Ejercicio 4. 8%.

Una cota superior para la distancia entre dos puntos, si se sabe su distancia a un conjunto
acotado. Sean (X, d) un espacio métrico, sea A < X un conjunto no vacio acotado y sean p,q € X.
Demostrar que

d(p,q) < d(p,A) + d(q, A) + diam(A).

Hacer un dibujo que ayude a entender la idea de la parte principal de la demostracion.
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Ejercicio 5. 13%.

La esfera unitaria en el espacio L'([0, 1]) no es totalmente acotada. Consideramos el espacio
V = L'([0,1]), donde [0, 1] est4 provisto de la medida de Lebesgue. Construir de manera explicita una
sucesion (gm)men en V tal que |gm|1 = 1 para cada g en Ny

vmneN  (mAn = on—gali>1).

Dibujar las graficas de g2, g5 v g2 — gs.

Ejercicio 6. 7%.
Operaciones lineales con conjuntos en espacios vectoriales. Demostrar o refutar la siguiente
conjetura: para cualquier espacio vectorial V' y para cualesquiera A, B, C € V, se cumple la identidad

(A+B)nC=(AnC)+ (BnC).

Ejercicio 7. 10%.
La suma de dos series convergentes en el espacio normado. Sea V un espacio normado complejo
y sean (an)nen, (bn)nen dos sucesiones con valores en V tales que convergen las series

0 0

Z Qn, Z bn.

k=1 k=1
Demostrar que la serie Y - ;(an + bn) también converge, y

o0 o0 o0
Dian+bn) = Dl an+ > bn.
k=1 k=1 k=1

Indicacion: introducir la notacién para las sumas parciales de las dos series originales y para sus
limites.

Ejercicio 8. 15%.
La envoltura convexa del conjunto acotado es un conjunto acotado. Sea V un espacio normado
complejo y sea A un subconjunto acotado de V. Demostrar que conv(A) también es acotado.

Ejercicio 9. 15%.
Ejemplo de subespacio. En el espacio {* consideremos el siguiente conjunto:

W= {ae(%zz Vke N axp-1 = kax}.

Denotemos por

I. Demostrar que W es un subespacio cerrado de (2.

II. Encontrar una sucesion de clase W que tenga una infinidad de componentes no nulas. En otras
palabras, encontrar una sucesién de clase W\Z, donde Z es el espacio de sucesiones de soporte finito.

Ejercicio 10. 10%.
Ejemplo de céilculo de la norma en el espacio cociente. En el espacio V = R? con la norma
euclidiana consideremos el subespacio W = {(a), donde

Y

I. Sea x = [x1,x2]" en R?. Consideremos la funcién fy: R — R, fx(A) := |x 4+ Aa|?. Calcular el valor
minimo de esta funcién usando la derivada.
I1. Sea x = [x1,%2] . Calcular la norma del elemento x + W del espacio cociente V/W.

]T
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