Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante «.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.

Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram
G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

ar + az||* = 84, |ay + as]|* = 65, |az + as]|? = 101,

lar — az||* = 8, lar — as||* = 49, laz — as||* = 21.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

3 -3 2 0

5 3 —1 -5

ay = 1 ) a; = 5 ) as = 2 ) b= 12
—1 1 —1 —1

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa; + Azaz.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.

IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

6] = e far |2 + ol flaz]* + Mgl [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estan dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uef(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5%.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

2 1
a=|-1|, b=|5
1 -9
Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [|b].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

1 2 2

—1 3 10

ar = 2 | az = 1 ’ V= 4
1 3 -5

I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;]| y ||az||.
II. Halle dos vectores w € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: |[v[|? = [[u||* + [w|*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.
Estd dado un vector a € R3:

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a

Ejercicio 7. 5 %.
Estd dado un vector v € R2:

=1

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hyv = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.
Estd4 dado un vector v € R3:

Encuentre la reflexiéon de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| €.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que
aq ay +4b; a3 —6b; —9by
b = — by=— " b3=———*=.
1 3 ) 2 8 ) 3 2
I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

5 —6 22
1 4 -8
a] = 2 ) aZ - —6 ) a3 = _1
4 —2 —16

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

-3 -2 —-10

1 2 2

ar = _5 ) a; = —7 | as = 13
4 2 14

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

2 3 1
11 6
A=1 4 _§ 19
20 10
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x, x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

1

(f,9) = | fix)glx) ax
0

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

P 0 1 2 3 4 5 6 1
I : 1 1 1 1 1 1 donde I, = pr dx.
P 2 3 4 5 6 7 0

Ejercicio 14. 5%.
1. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco més. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

aldb & Ja+bl?=]al’+ bl

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b|[, ||a]|, ||b|| ¥ la expresién
la+ D] — [lal|* — [[o]]*.

IT1. Construya en R? dos vectores a, b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b] ¥ la expresién
la+bl* —[laf* — [[b]*

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

II. Demuestre que en el espacio {! no existe ningin producto interno que induzca la norma de este

espacio.

Ejercicio 16. 5%.
Estdn dados dos vectores en RZ:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m]|.

II. Calcule ||a||, ||b]|, ||[a — b||. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.
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Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

6 4
a=| =3 |, b=| -2
15 10

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
1 2
a=| =3 |, b=| -2

—1 —1

I. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, D) = [lall [Ib]]-
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Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante f3.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.
Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram
G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

lar + az* = 41, lar + a3]|* =5, laz + a3||* = 38,

lar — az|* = 25, lar — a3]|* =9, laz — as||* = 38.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

-3 3 1 3

2 2 2 —6

a] = 1 b a2 = 73 b a3 - 1 ) b = _7
-2 —4 1 -5

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa; +Aza;z.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.
IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

b1 = e ar |2 + ol flaz|* + Mgl [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estan dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uecf(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5 %.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

3 5
a=|5|, b= |22
—1 20

Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [|b].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

a) = a; =

1

1 2 B
1 VT
1

—1
I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;]| y ||az||.

II. Halle dos vectores w € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: |[v[|? = [[u||* + [w|*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.
Estd dado un vector a € R3:
—1
a= | —1
2

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a

Ejercicio 7. 5 %.
Estd dado un vector v € R2:

-]

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hyv = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.
Estd4 dado un vector v € R3:
—6
v= 2
3

Encuentre la reflexiéon de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| €.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que
aj a, — 3b]

bi=7, b=

az + 9b; — 9by
8’ ’

bz =
) 3 5

I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

—1 6 —28

1 —6 18

ar = 4 ) a = 2 ) as = 3
2 - 4

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

—1 -5 21

4 -3 8

a] - 2 ) a2 = —6 ) a3 = 22
-2 3 —10

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

—4 -3 2

-2 0 2

A= 2 4 9
1T 5 19
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x, x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

1
(f,g) = Jf(x)g(x) (1) dx.
0

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

P 0 | 1 2 3 4 5 6 :
. 2 1 2 1 2 1 2 donde I, := pr (1 —x?%) dx.
P34 15| 12|35 | 24 | 63 0

Ejercicio 14. 5%.
1. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco més. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

aldb & Ja+bl?=]al’+ bl

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b|[, ||a]|, ||b|| ¥ la expresién
la+ D] — [lal|* — [[o]]*.

IT1. Construya en R? dos vectores a, b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no

sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b] ¥ la expresién
la+ o] —[lal|* — [Ib]|*.

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

II. Demuestre que en el espacio BV ([0, 1]) no existe ningin producto interno que induzca la norma de
este espacio.

Ejercicio 16. 5%.
Estdn dados dos vectores en RZ:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m]|.

II. Calcule ||a||, ||b]|, ||[a — b||. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.
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Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

—6 3
b=1| 10 |, a=| =5
-2 1

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
—6 3
b= 11, a=1|2
2 1

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, D) = [lall [Ib]]-
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Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante 0.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.
Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram
G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

ay + az||* = 24, ar + as||* = 25, |az + as||* = 69,

lar — az]* = 36, la — a3]|? = 33, laz — as||* = 29.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

-3 1 2 —4

4 2 —1 -3

ay = 4 ) a; = 2 ) as = . ) b= 5
3 1 —-10

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa; + Azaz.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.

IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

b2 = M flar |2 + ol flaz|* + Mgl [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estan dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uecf(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5%.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [|b].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

—4 1 1

—1 1 -3

ar = 2 | a = 2 | V= 9
1 1 5

I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;]| y ||az||.

II. Halle dos vectores w € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: |[v[|? = [[u||* + [w|*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.
Estd dado un vector a € R3:
-2
a= 2
—1

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a

Ejercicio 7. 5 %.
Estd dado un vector v € R2:

-],

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base candnica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hyv = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.
Estd dado un vector v € R3:

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| €.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que
aj a, — 3b]

by = — by = ———, bs =

az — 5by + 6by
9’ 7 ’

8

I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

-5 —6

—1 0 2

ar = 3 ) a = —8 ) as = 12
1 - 4

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

—4 6 20

3 1 —4

a] = 3 b a2 - —6 ) a3 = _18
1 4 6

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

-2 2 1

2 -2 0

A= 5 9 =17
4 3 —15
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x, x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

1

(f,g) = J f(x)g(x) dx.
—1

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

p [[o]1 3

L | 2o

WIN | N
[S21 1 ST N
NI |

1
donde I, = J xP dx.
5

Ejercicio 14. 5%.
I. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco mas. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

alb & [a+b*=alf?+]b]*

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b|| ¥ la expresién
la+bll? = fla] —Ib]*.

III. Construya en R3 dos vectores a, b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a]|, ||b|| ¥ la expresién
la+bl* —[laf* — [[b]*.

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

II. Demuestre que en el espacio £ no existe ningin producto interno que induzca la norma de este
espacio.

Ejercicio 16. 5%.
Estén dados dos vectores en R?:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m]||.

II. Calcule ||a||, ||b]|, ||a —b]|. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.

Tarea, variante 0, pagina 5 de 6



Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

-2 5
a= 2, b= -5
4 -10

I. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
—1 3
a= 2, b= 1
5 -8

I. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, )] = [lall [Ib]]-
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Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante 1.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.

Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram
G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

lay + az||? = 38, ar + as)|® = 21, |az + as||* = 17,

lar — az* = 22, lar — as)|* =9, laz — as||* =17.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

—_—
—y
€3}

fa—y

- 4 9
ay = 2 | a = ) asz = 2 > b= 2
—1 -5 1 9

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa; + Azaz.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.

IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

6] = A far |2 + ol flaz|* + Asl? [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estan dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uecf(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5%.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

4 —9
a=|5|, b=|-17
-2 7

Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [|b].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

1 2 7

3 -3 -9

ay = 3 ) a; = 1 ) V= 1
1 4 3

I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;]| y ||az]|.

II. Halle dos vectores w € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: [[v[|? = [[u||* + [w|*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.

Estd dado un vector a € R3:
3

a= | —1
—1

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a

Ejercicio 7. 5 %.
Estd dado un vector v € R2:

v_[—ﬂ.

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base candnica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hyv = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.
Estd dado un vector v € R3:
-2
V= 3
6

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| €.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que

ﬂ a; — 2b1

by — az; +9b; — by
6’ S '

by = 5

) b3:

I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

-2 1 1

2 -3 6

ar = 3 ) a = —8 ) as = 4
-2 5 —10

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

1 -3 2

a — 4 @ — —3 0 — 10
1 3| 2 —7 1> 3 )
5 -3 14

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

-2 —6 6

4 5 17

A= 2 6 =5
-5 —1 =30
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x, x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

1
1
(t,g) = J] flx)glx) S d.

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

P 0 1 2 3 4 5 6 1
1
— P
L . 0 72j 0 %T 0 ?ig donde I, = J X N dx.
—1

Ejercicio 14. 5%.
I. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco mas. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

alb & [a+b*=alf?+]b]*

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b|| ¥ la expresién
la+bll* = flaf — Ib]*.

III. Construya en R3 dos vectores a, b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a]|, ||b|| ¥ la expresién
la+bl* =[] — [[b]]*.

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

I1. Demuestre que en el espacio L'([0,1]) no existe ningin producto interno que induzca la norma de
este espacio.

Ejercicio 16. 5%.
Estén dados dos vectores en R?:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m]||.

II. Calcule ||a||, ||b]|, ||a —b]|. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.
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Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

10 15
—4 —6

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
3 -2
a= 51, b= 2
—4 3

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, D) = [lall [Ib]]-
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Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante 2.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.
Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram
G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

lar + a2 = 25, lar + a3||* = 54, laz + a3]|* =5,

ar — ag||® =41, |ay — as]|? =42, |az — as||* = 101.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

1 2 4 3
ay = 6 ) a; = -l ) as = =2 ) b= ]
3 1 5 11
1 1 1 5

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa;+ Azaz.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.

IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

b1 = e ar |2 + ol flaz|* + Mgl [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estdn dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uecf(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5 %.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

7 16
a=|-1(, b=|3
3 3

Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [|b].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

4 1 11
-2 6 5

ay = 5 ) a; = 3 ) V= 1
1 1 3

I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;]| y ||az||.

II. Halle dos vectores w € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: |[v[|? = [[u||* + [w|*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.
Estd dado un vector a € R3:
—1
a=| =2
3

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a*

Ejercicio 7. 5 %.
Estd4 dado un vector v € R2:

[ 2].

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hyv = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.

Estd4 dado un vector v € R3:
2

v=| 2
1

Encuentre la reflexiéon de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| €.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que
a a; —3b asz + 2b; + 8b
bi==, b= py =R
7 4 9
I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

3 4 10

1 4 8

ar = 3 ) az = 6 ) as = 16
-3 2 10

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

—2 1 11

3 8 —7
a; = 4 | a; = N as = 18
1 0 —5

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

4 -3 20
2 0 -8
A=l 2 4 s
15 6
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x, x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

1

(f,g) = J f(x)g(x) V1 —x2 dx.

—1

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

plol1]213]4]5] 6 1

57 donde I, = J xP /1 —x2 dx.

128 5

E

7T | | 7T
bllz]1°%3

—_
N

Ejercicio 14. 5%.
I. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco mas. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

alb & [a+b*=alf?+]b]*

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b|| ¥ la expresién
la+bll? = fla] —Ib]*.

III. Construya en R3 dos vectores a, b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a]|, ||b|| ¥ la expresién
la+bl* —[laf* — [[b]*.

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

IT. Demuestre que en el espacio C([0,1]) no existe ningtin producto interno que induzca la norma de
este espacio.

Ejercicio 16. 5%.
Estén dados dos vectores en R?:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m]||.

II. Calcule ||a||, ||b]|, ||a —b]|. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.
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Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

-9 6
a= 31, b= —2
15 -10

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
—4 4
a= 3, b=| =2
4 -3

I. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, )] = [lall [Ib]]-
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Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante 3.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.
Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram

G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

|ay + az||? = 50, ar + as||* =77, |az + as||* = 27,

lar — az* = 62, lar — as)|* =9, laz — as||* = 83.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

1 2 2 -3

-3 -3 2 —12

ay = -3 ) a; = 1 ) as = ) ) b= 4
2 —4 —1 1

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa; + Azas.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.

IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

6] = e far |2 + ol flaz|* + Asl? [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estdn dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uecf(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5%.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

3 1
a=|1|, b=[-3
-5 14
Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [fb].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

-2 1 —12

3 2 -2

ay = 1 ) a; = 3 ) V= -
1 1 4

I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;]| y ||az||.

II. Halle dos vectores u € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: [[v[|? = [[u||* + [w|*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.
Estd dado un vector a € R3:
—1
a= 3
2

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a*

Ejercicio 7. 5 %.
Estd dado un vector v € R2:

=)

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base candnica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hov = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.

Estd dado un vector v € R3:
3

v=| 6
2

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| e;.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que
a a; — 6b a3 —9b; +4b
bi==, b=l b=t
7 8 3
I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

—1 7 13

—1 5 11

ar = 2 ) a = -3 ) as = 12
3 —4 4

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

-2 7 —21

4 2 6

ar = -3 ) a; = 1 ) as = 3
4 -5 15

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

-2 3 16

4 2 10

A= 5 7 30
-2 —6 —19
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x, x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

(f,g) = J fx)g(x) e dx.

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

p o [1] 23] 4 [5] s N
L 7o \éﬁ 0 3;{7? 0 15;3/7? donde I, = J xP e dx.
—00

Ejercicio 14. 5%.
I. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco mas. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

alb & [a+b]?=alf*+]b]*

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b]| ¥ la expresion
la+ |1 — [lall* — [[o]|*.

III. Construya en R3 dos vectores a, b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no
sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b|[, ||a]|, ||b|| ¥ la expresién
la+ |1 — [lall* — [[o]]*.

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

II. Sea V el espacio vectorial de polinomios de grado < 3 con coeficientes reales o complejos, con la

siguiente norma:

3
I

k!’
k=0

Demuestre que en V no existe ningtin producto interno que induzca esta norma.

3
sif(t) =) att,  If]=
k=0

Ejercicio 16. 5%.
Estdn dados dos vectores en RZ:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m||.

II. Calcule ||a||, ||b]|, [|a — b]|. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.
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Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

14 10
a= 21 |, b= 15
—14 —10

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
-5 4
a= 31, b= 5
2 -3

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, D) = [lall [Ib]]-
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Analisis Funcional, Maestria en Ciencias Fisicomatematicas.
Tarea. Variante 4.

Espacios con producto interno.

Nombre: Calificacién ( %):

Las tareas se califican de manera muy cruel. Es obligatorio escribir los cdlculos en las comprobaciones.

Ejercicio 1. 5 %.
Sea V un espacio vectorial real con producto interno y sean aj, a, az € V. Calcule la matriz de Gram
G(ay, az, a3), si estdn dadas las siguientes normas:

lay + az||? =17, lar + as||* = 26, |az + as||* = 61,

lar — az* = 85, lar — a3]|? = 34, laz — as]|* =13.

Ejercicio 2. 5 %.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

1 —2 4 —11

3 2 2 1

ar = —3 | a = 1 ) as = 3| b= 3
—1 1 1 3

I. Muestre que los vectores aj, ay, az son ortogonales a pares y calcule sus normas.

II. Usando el producto interno encuentre coeficientes A1, Az, A3 € R tales que

b=Aa; +Aa; + Azaz.

III. Haga la comprobacién de la igualdad b = Aja; + Ayay + Azas.

IV. Haga la comprobacién de la identidad de Pitagoras-Parseval:

6] = M far |2 + ol flaz* + Asl? [l as] .
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Ejercicio 3. 5%.
En el plano castesiano R? estdn dados dos vectores a y v.

I. Halle dos vectores u,w € R? tales que uecf(a), wla y v=u+w.

II. Muestre u y w en el dibujo y haga las comprobaciones: |[v||? = |[u? + [[w[?, w L a.

Ejercicio 4. 5 %.
En el espacio V = R3 con el producto interno usual consideramos dos vectores:

4 —9
a=|5|, b=|-17
-2 7

Muestre que (a,b) # 0. Encuentre A en R tal que

[Aa+ bl < [|b].
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Ejercicio 5. 5%.
En el espacio euclidiano R* consideramos los siguientes vectores:

1 5 -3

1 —10

ay = ) ) a; = 1 ) V= )
-3 2 -2

I. Muestre que a; L ay y calcule las normas [|a;|| y ||az||.

II. Halle dos vectores u € S y w € ST tales que v =1+ w, donde S es el subespacio generado por
ar y a.

I1I. Haga las comprobaciones: [[v[|? = [[u||* + [w|]*>, w L a;, w L a,.

Ejercicio 6. 5%.
Estd dado un vector a € R3:
-2
a= 2
3

Calcule la matriz de proyeccién ortogonal P, y la matriz de reflexién ortogonal H,. Verifique
que las matrices P, v Hq son simétricas y calcule directamente las siguientes expresiones:

P.a, P2 H,a, H2

a a*

Ejercicio 7. 5 %.
Estd dado un vector v € R2:

-]

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R? tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =1, y Hov = |[v]| e.

Ejercicio 8. 5%.
Estd dado un vector v € R3:

Encuentre la reflexion de Householder que corresponde al vector v. En otras palabras, calcule un
vector a € R3 tal que Hqv = ||v|| e7, donde e; es el primer vector de la base canénica de R™. Calcule
la matriz Hq. Compruebe que H2 =13 y Hov = |[v]| e;.
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Ejercicio 9. 5%.
Sean aj, a, az, by, by, by algunos vectores del espacio R® tales que
a a, —2b az — 6b; + 8b
bi==, b=l b=t
7 9 4
I. Escriba cada uno de los vectores aj, az, a3 como una combinacién lineal de los vectores by, by, bs.

II. Encuentre una matriz R tal que A = BR, donde A es la matriz formada de las columnas aj, az, as,
y B es la matriz formada de las columnas by, by, bs.

Ejercicio 10. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, b3 y viceversa.

—1 -3 0

—4 0 30

ar = 6 ) a = 9 ) as = 4
1 -3 —18

Ejercicio 11. 6 %.

Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los vectores aj, az, a3 € R*. Concluya si
los vectores aj, az, az son linealmente independientes. Para comprobar que los vectores construidos
by, by, b3 son ortogonales calcule su matriz de Gram G(by, by, b3). Escriba cada uno de los vectores
aj, az, az como una combinacién lineal de los vectores by, by, by y viceversa.

—4 -2 22

1 2 —1

ar = 2 ) a; = 7 ) as = 7
1 -2 —13

Ejercicio 12. 8%.
Construya una factorizaciéon QR de la matriz dada A usando el algoritmo de Gram—Schmidt.
Haga las comprobaciones: QTQ = I3, QR = A.

5 -9 21
4 -3 7
A 2 2 3
2 -2 —4
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Ejercicio 13. 10%.
Aplique el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios 1,x,x%, x
los polinomios P(R) con producto interno

3 en el espacio de

+o00
(fyg) = J f(x)g(x) e dx.
0

Calcule la matriz de Gram de los polinomios by, by, by, b3 obtenidos en este proceso. Para calcular las
integrales puede usar la siguiente tabla:

plol1[2]3]4a] 5 | 6

+o00
donde  I,= | xP e dx.
L || 112624 120 | 720 Onepjxex
0

Ejercicio 14. 5%.
1. En este ejercicio demostramos el teorema de Pitagoras y un poco més. Sea H un espacio vectorial
real con producto interno y sean a,b € H. Demuestre que

aldb & Ja+bl?=]a’+ bl

II. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b

sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b]| ¥ la expresién
la+bll* = llaf> —Ib]]*.

II1. Construya en R3 dos vectores a,b con componentes enteras no nulas, de tal manera que a y b no

sean ortogonales. Calcule su producto interno. Calcule las normas ||a + b||, ||a||, ||b]| ¥ la expresién
la+bll* = [laf> —|Ib]*.

Ejercicio 15. 5%.
I. Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno. Demuestre que la norma inducida por el
producto interno satisface la identidad de paralelogramo.

II. Sea V el espacio vectorial de polinomios de grado < 3 con coeficientes reales o complejos, con la
siguiente norma:

[f]] = sup [f(t)l.
tel0,1]

Demuestre que en V no existe ningtin producto interno que induzca esta norma.

Ejercicio 16. 5%.
Estdn dados dos vectores en RZ:

Denotemos por m al vector %(a +b).

I. Calcule m de manera explicita, luego calcule ||m||.

II. Calcule ||a||, ||b]|, [|a — b]|. Calcule ||m|| usando el teorema de Apolonio.
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Ejercicio 17. 5%.
Criterio de igualdad en la desigualdad de Schwarz, demostracién. Sea H un espacio vectorial
complejo con producto interno y sean a,b € H. Supongamos que a # Oy y que

[{a,b) = [[a][ [|b].

Pongamos
_ (ba)
laf?”

I. Demuestre que w L a. Demuestre que w L w.

I1. Usando la suposicién (la “igualdad de Schwarz”) exprese A y |[u]| en términos de ||a|| y ||b]|.
III. Aplique el teorema de Pitdgoras a los vectores u, w, b.
IV. Muestre que b es un miltiplo de a.

Ejercicio 18. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:

15 -12
a= 25 |, b=| —-20
—10 8

1. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[(a,b)| = [la| [Ib]].
Ejercicio 19. 5%.
Estdn dados dos vectores en R3:
5 2
a=| =2 |, b=|7
-3 4

I. Considere la matriz M formada por las columnas a y b. Usando operaciones elementales por ren-
glones, reduzca la matriz M a una forma escalonada o pseudoescalonada. Determine el rango de M.
Concluya si los vectores a y b son linealmente dependientes o no.

II. Verifique si se cumple la igualdad

[{a, D) = [lall [[b]]-
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